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§ 1. AFFINITES

@ Définition

—_
Soit une droite a , une direction donnée par un vecteur 6 , différente de celle
de a ,etun nombre réel non nul A .

On appelle affinité d’axe a , de direction 3 et de rapport A , I’application de
n vers m : (%)
1°) laissant fixes tous les points de a ;
2°) associant a tout point M non situé sur a le point M’ tel que:
— M’ estsur la droite de direction & passant par M ,

— IM' = A IM , ou I estle point d’intersection de la droite MM’
etde a .

(*) o= plan dans lequel on travaille.



Remarques

1°) Une affinité est une application affine bijective.
2°) Si A=1 , laffinité est dite banale: c’est 1’identité_>de T .
3°) Laréciproque d’une affinité d’axe a , de direction 6 et derapport A, est I’affi-

- 1
nité d’axe a , de direction & et de rapport 71 .

4°) Si la direction 3 est perpendiculaire a celle de 'axe a , ’affinité est dite
orthogonale.

-3
Soit f une affinité d’axe a , de direction & et de rapport A .

S estentierement déterminée par la donnée de sonaxe a , d’un point M (non situé
sur a) et de son image M'.Limage N’ d’un point N se construit:
— en utilisant le fait que les droites NM et N'M' se coupent sur a ;
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— ensachant que le point N’ appartient a la droite de direction 6 passant par N .

® Image d'une droite par f

— Dimage par f d’une droite est une droite.

— Daxe a est fixe. .

— Toute droite de direction &§ est invariante.

— Une droite parallele a ’axe a pour image une paralléle a ’axe.

— Une droite non paralléle a I’axe et son image se coupent sur I’axe.

® Rapport des aires de deux figures affines

Soit 5 une figure fermée et .%’ son
image par f .
On a:

Aire de 5’

Y -1
a Aire de & 4]




§ 2. AFFINITE ET AIRE

Théoréme

Dans une affinité de rapport A , les aires sont multipliées par | )»| .

Preuve (idée)

Soit F une région du plan et F’ son image par une affinité d'axe a, de rapport A et de direction 5.
Montrons que aire(F”) = | )\,| aire(F) .
On introduit un repére (O, E,, E,) telque O€a, E € a et O—E2 ~5.
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En choisissant le parallélogramme construit sur OF; et OE, comme unité d'aire, on peut écrire :

aire(F) = j;cf(x) dx

ou f(x) désigne la longueur, dans l'unité OE, , de la section de F par la parallele a OF, d'abscisse
x.De méme, si g(x) désigne la longueur de la section de F’ par cette parallele,on a :

aire(F’) = j;cg(x) dx
Or g(x)=|A| f(x). Ainsi:

aire(F*) = ["[A|f(odx = [A] [ fO)dx = |A]aire(F)



§ 3. ELLIPSE : DEFINITION

@ Image d’un cercle par une affinité

L’image d’un cercle I' par une affinité f est une ellipse IV .

Remarque

Le cercle I' est I'image de l’ellipse I par 'affinité réciproque 'f .
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— Dimage du centre du cercle I' est le centre de I'ellipse I .
— DLimage d’un diamétre du cercle I' est un diamétre de l'ellipse I .
— Limage d’une tangente au cercle I" est une tangente a lellipse I .



§ 4. DIAMETRES CONJUGUES, AXES

@ Diameétres conjugués

Les images, par une affinité /, de deux diametres perpendiculaires d’un cercle I”
sont appelés diametres conjugués de I'ellipse I , image de I" par f .

Chacun des diamétres d’une paire de diameétres conjugués de l’ellipse I est axe
de symétrie oblique de I, la direction de cette symétrie étant celle de l'autre
diamétre.

Les tangentes a I'ellipse aux extrémités d’un diamétre sont paralléles a son diameétre
conjugué.

® Axes

Les axes d’une ellipse sont ses deux diamétres conjugués perpendiculaires.

Silellipse est’image d’un cercle par une affinité, on construit ses axes en utilisantla
construction suivante :




§ 5. CONSTRUCTION D°UNE ELLIPSE

1°) Lellipse I' est déterminée par deux diamétres conjugués PQ et RS .
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Lellipse I' est 'image du cercle I de diamétre PQ par laffinité d’axe PQ
envoyant S’ sur S .

2°) Lellipse I’ est déterminée par ses axes AB et CD .

Lellipse I' est image du cercle I de diametre AB par laffinité d’axe 4B
envoyant C’ sur C . Elle est aussi I'image du cercle I'" de diamétre CD par
laffinité d’axe CD envoyvant A" sur A4 .



§ 6. CERCLES DE COURBURE

Soit T wune ellipse non circulaire dont 1'équation relative-

ment & un repére orthonormé

e :

porté par les axes est

2 2
a2 b2

Considérons le sommet

A(a,0) . Tragons un cercle

Y ayant méme tangente que

' en A et la recoupant en P et Q .

Son centre C est sur 1'axe Dx1 .

La tangente & T' en A fournit une approximation de

1'ellipse au voisinage de ce point.

Y fournit également une approximation de I' au voisinage

de A d'autant meilleure que P et @ sont plus proches de A.

Déterminons le centre Cla,0) tel que Pi= e =pu

Y a pour équation [x1 = a]z t xg = (o = a]z =0
P, @@ et A sont donnés par le systéme
292 2200 20570 A
b LB s ab 0 [L1]
2 2 2 I 2
X5 2de 8 xm 5 a3y Zea s 0 [L2] -0
En remplagant L1 par L1 = aZL2 , 11 vient
2
(e az}xi + Zaazxq - azb2 + e 2a3a = 0
2.2 2.2 24020
b x1 a X, ab =l

I1 faut déterminer o de telle maniére gue P=Q=A.
Or la premiere équation fournit 1'abscisse p de P et @

d’une part et 1l'abscisse a de A d'autre part.



2
Par la formule de Viéte : 8t p = = ;aaz {(b#a)
bi-a
5 Z
En posant p=a . il wviept + 28 = = 2a62 ~
b -a
2
puis o= a = E—
a
b2 b2
Le cercle obtenu, de centre a - o 0 ) , de rayon =

est appelé cercle de courbure de 1'ellipse en A . Pour indi-
guer gue ce cercle a trois (et méme quatre) points d'intersec-
tion avec 1'ellipse confondus en A , il est aussi appelé

osculateur (et méme surosculateur).

En échangeant a et b , on voit gue le cercle de courbure
al
en B a pour rayon = 5

A titre d'exercice, on justifiera la construction des

cercles de courbure donnée ci-dessous.
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1. On appelle affinité de direction Ox, d’axe Oy et de rapport k (k E]R*) la transformation du
plan Oxy définie par (x, y) + (kx, y).De méme, on définit Iaffinité de direction Oy, d’axe Ox
et de rapport k par (x, y) — (x, ky).

Dessiner I’'image du triangle ABC par :

1) Taffinité de direction Ox,d’axe Oy et de rapport 3.

2) Taffinité de direction Ox, d’axe Oy et de rapport 1/3.
3) Taffinité de direction Ox,d’axe Oy et de rapport -2 .
4) Taffinité de direction Oy, d’axe Ox et de rapport 1/2 .
5) Taffinité de direction Oy, d’axe Ox et de rapport —1.
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2. Dessiner I'image de I’escargot par 1’affinité de direction Ox, d’axe Oy et de rapport —2.

3. Démontrer que foute affinité est bijective.

Rappel. f:A— B est bijective <> Tout b EB posséde une et une seule préimage par f
< Ilexiste g: B— A telleque gof=1d, et fog= idy.

—

Indication. Soit a Daxe de Daffinité, 0 sa direction et A son rapport. Choisir un repére
(0, E,, E,) telque O€a, E, Ea et OF, ~ 5 . L’affinité sécrit alors (x5 9) (x5 Ay).

4. Soit f une affinité d’axe a, de direction S etde rapport A . Montrer que si les points A, B et C
sont alignés (A # B), alors leurs images A’, B’ et C’ par f le sont aussi.

Indication. Introduire un repere "naturel" comme a l’exercice précédent, pour établir que si
AC = kﬁ, alors AC’ = kK A’B’.

5. Démontrer que les images u’ et v’ de deux paralleles u et v par une affinité sont paralleles.

Indications. * Supposons qu’il existe P’E u’ MV’ . Alors...
* ]l faudra utiliser la bijectivité de 1’affinité.



6. Construire I’image de la ligne brisée ABCDEFGHI par I’affinité d’axe a amenant B sur B’.




7. On donne une affinité par son axe a ,un point M & a et son image M’ . Construire I’image du
point N et celle de la droite d . Construire la préimage du point P’ et celle de la droite e’ .

S\\



8. Soient A, B et P trois points alignés, avec A= B. Nous appellerons' rapport de section
(AB ;P ) le nombre réel o vérifiant :

AP =a AB

Le rapport de section donne la position du point P sur la droite AB.

a) On considere les points suivants :

W S A-R—V-B P o—U
—o—@ @ Oo—e —O ® L *—

Déterminer :

(AB; P) (AB; Q) (AB; R) (AB; S)

(AB; T) (AB; U) (AB; V) (AB; W)

b) Sur une droite AB [prendre AB = 6 carrés], placer les points P, Q, R, S, T, U, Vet W définis

par :
(AB; P)=0 (AB; 0)=1 (AB; R)=2 (AB; 5)=-1
(AB:T)=1% (4B: U)=-3 (4B: V)= (AB: W)=-0.5

c) Démontrer qu’une affinité conserve le rapport de section.

Indications : 1l faut établir ceci : (AB ; P) = (A’B’ : P’) ;
* Introduire le repere « adapté » habituel (O, E,, E,), O et E, étant sur I’axe

de I’affinité et OE, ayant la direction de 1I’affinité.

Rép. a) 25 35 45 —35 =23 355 335 —L75

' Définition non classique



19. Une affinité d’axe a envoie M sur M’. Construire les images des points A et B au moyen de
triangles homothétiques a MFM’.

a)

b)




19 BIS. On donne une affinité par son axe a, un point M & a et son image M’.

Construire I’image du point N et celle de la droite d . Construire la préimage du point P’ et celle
de la droite e’ .




20.—

a) Construire I’axe d’une affinité connaissant un point A et son image A’, ainsi qu’une droite d et
son image d’.

b) Déterminer 1’axe et la direction d’une affinité connaissant deux droites d et e et leurs images
d ete.

¢) Déterminer la direction d’une affinité connaissant son axe a, une droite d et son image d’, ainsi
que le rapport A=3/2.

A d

a)

A)- y) /




21. L’image A’B’C’ d’un triangle ABC par une affinité d’axe a et de direction S estun triangle
rectangle en A’. Construire A’B’C’ .

1.




22. L’image A’B’C’ d’un triangle ABC par une affinité d’axe a et de direction S estun triangle
rectangle en A’. Construire A’B’C’ .

4. A€/ a A c

bl

2.
Ac//a

o




23. L’image du parallélogramme ABCD par une affinité d’axe a et de rapport —2 est un losange.
Construire ce losange.

-

24. L’image du parallélogramme ABCD par une affinité d’axe a est un rectangle A’B’C’D’ de
méme aire que ABCD. Construire A’B’C’D’.
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25. L’image du parallélogramme ABCD par une affinité d’axe a est un carré. Construire ce carré.




26. L’image A’B’C’ d’un triangle ABC par une affinité d’axe a est un triangle rectangle en A’
dont I’aire mesure les % de celle du triangle ABC. Construire A’B’C’.




27. On donne I’axe a d’une affinité, un triangle ABC et un point H a l'intérieur de ce triangle.
Construire I’'image A’B’C’ de ABC, sachant que I’image de H est 1'orthocentre de A’B’C’.



28. On donne une affinité par son axe a, un point M (M & a) et son image M’ . Construire un

rectangle MNPQ dont le sommet P, opposé a M, est sur I'axe a, sachant que I'image de ce rectangle
est un carré.



29. On considere I’affinité d’axe a amenant M sur M’ . Par le point P de a, construire deux
droites perpendiculaires b et ¢ dont les images b’ et ¢’ sont également perpendiculaires.



30. On donne I’axe a d’une affinité, ainsi qu’un triangle ABC, de centre de gravité G. Déterminer
I’image G’ de G de maniere que le triangle image A’B’C’ soit équilatéral.




31. Construire I’'image des 8 points marqués sur le cercle I' de centre O par I’affinité d’axe a
amenant O sur O’ . Tracer par chacune des 8 images un segment de tangente a ’ellipse I'”.

%




32. Construire les axes de ’ellipse I'” image du cercle I' par l'affinité d’axe a amenant O sur O’ .

1)

2)




33. Construire 1’image du cercle I' par I'affinité d'axe a amenant § sur §’, en exploitant la
propriété de conservation du parallélisme par une affinité.

a4k
L

b) L
y \
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34. Construire les quatre cercles de courbure de 1’ellipse I' dont les axes sont les segments AB et
CD donnés ci-dessous, puis esquisser I'.

35. Construire par la "méthode des triangles homothétiques" quelques points et tangentes d’une
ellipse donnée par deux diametres conjugués PQ et RS.



36. Construire le deuxieme axe d’une ellipse d’axe AB passant par P.

1Y)

2)



37. Construire par la "méthode des deux cercles" quelques points et tangentes d'une ellipse donnée
par ses axes AB et CD.



38. Construire une ellipse connaissant 1’un des axes et une tangente :
g




38 BIS. Construire une ellipse connaissant les supports des axes et deux points.




39. Construire par la "méthode du cube" les axes d’une ellipse donnée par deux diametres
conjugués.




40. On donne un diametre PQ d'une ellipse, ainsi que les tangentes aux extrémités de ce diametre.
Construire le diametre conjugué RS de PQ connaissant un point M de ’ellipse.




40 BIS. On donne un diametre PQ d'une ellipse, ainsi que les tangentes aux extrémités de ce
diametre. Construire le diametre conjugué RS de PQ connaissant une tangente ¢ a ’ellipse.



41. On donne les supports p et g de deux diametres conjugués d'une ellipse I', ainsi que deux

points M et N de I'. Construire les extrémités de ces diametres, puis quelques points et tangentes de
Iellipse. (Indication a la page suivante.)




Indication pour I’exercice 41

D’ q
M C
P
///,, N
A [ R
(0] B 14
D
c
C ’

Soient AB et CD les diametres conjugués a construire. On va utiliser une affinit¢é f d’axe p
transformant le cercle ¢ de centre O et de diametre AB en I’ellipse I'. Le diametre C’D’ du cercle
qui est perpendiculaire a AB doit étre envoyé sur CD par I’affinité. Soit P le milieu de MN et P’, M’
et N’ les préimages de P, M et N par f. Comme P’ est le milieu de M’N’, OP’ est perpendiculaire a
M’N’ puisque ces deux points sont sur le cercle c¢. P’ est donc sur le cercle de Thales de OR.
Cela permet de construire P’, sachant aussi que C’D’ va sur CD...



42. On donne I’axe AB d'une ellipse. Construire le deuxieme axe CD, connaissant le milieu M du
segment déterminé par 1’ellipse sur une sécante s donnée.



43. On donne un parallélogramme ABCD et un point P intérieur a celui-ci. Construire une ellipse
inscrite dans ABCD et passant par P. Déterminer en particulier les points de contact de 1’ellipse et
du parallélogramme. Indication : se servir d’une affinité dont I’axe passe par P et par le centre du
parallélogramme.
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44. Construire les points d’intersection d’une droite d et d'une ellipse donnée par :

1) sesaxes ABet CD.

2) deux diametres conjugués PQ et RS.

/p /4



45. Construire les tangentes de direction d a l’ellipse d’axes AB et CD, ainsi que les points de
contact.




46. Construire les tangentes issues du point P a I’ellipse d’axes AB et CD, ainsi que les points de
contact.




47. Construire les tangentes de direction d a une ellipse donnée par deux diametres conjugués AB
et CD. Construire aussi les points de contact.

—




48. Construire les tangentes issues d’un point P a une ellipse donnée par deux diametres conjugués
AB et CD. Construire aussi les points de contact.




