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§ 1. L'ENSEMBLE IR"

L’ensemble R>

R* désigne I’ensemble des couples (a; b) ou a et b sont des nombres réels.

On munit A? de deux opérations :

1) I’addition :

Soit (a; b) et (c; d) deux éléments de R*; on appelle somme de (a; b)

et de (c; d), et 'on note (a; b) + (c; d), le couple (a + c;

2) la multiplication par un nombre réel :

b+ d);

Soit (a; b) un ¢lément de R* et 4 un nombre réel ; on appelle produit

de (a; b) par A, et 'on note A(a; b), le couple (1a; Ab).

L’ensemble R*

R® désigne l’ensemble des triplets (a,; a,; a;) ou a,, a, et a, sont des

nombres réels.
On munit R* de deux opérations :

1) I’addition :
(a,; a,; as) + (by; by; by) = (a, + by; a, + by; a; + by)

2) la multiplication par un nombre réel :

Aass a5 a)) = (Aay; Aa,; Aay)

L’ensemble R"

R™ désigne I’ensemble des n-uplets (a,; a,; ...;a,) ou a,, a,,
des nombres réels.
On munit &" de deux opérations :

1) Paddition :
(a,; a;; ...;a,) +(by; by; ...5by) = (a; + by a,+ by
2) la multiplication par un nombre réel :

May; ay; ... 5a,) = (lag; Aay; ... 5 Aa,)

..., a, sont

...;a,*+b,)

Rappel : Deux n-uplets sont égaux ssi leurs coordonnées sont respectivement égales :

(al;az§“"an):(b1§b2;"'§bn) & a=b eta,=byet..cta,=b,

9



§ 2. NOTION DE GROUPE

Définition
Un groupe est un ensemble E non vide muni d’une opération interne

T: EXE —» E
(x;y) > xTy

vérifiant les axiomes suivants :

1. T estassociative :

Vx,y,z€E, (xTy)Tz=xT (yTgz)

2. T admet un élément neutre n :

dneE telque, VxeE, xTn=x et nTx=x

3.  Chaque élément x € E possede un symétrique x’ € E :

VxeE, 3x’€eE telque xTx’=n et x’Tx=n

De plus, le groupe (E ; T) est dit abélien (ou commutatif) si, quels que soient x, ye E,

xTy=yTx
Exemples
1) R" muni de ’addition des n-uplets.
Elément neutre : (O ;0 L ) ;
Elément symétrique de (al 4y s ) : (—a] ;—ay ;.. )

2) Groupe de I’horloge :
E={xeN|x<24}={0; 1;2;3; ... ;23} ;
Opération interne : x T y = (x+y) mod 24 (=reste de la division de x+ y par 24) ;

Elément neutre : O ;
Symétrique de x: 24—x si x#0 et 0 si x=0.



§ 3. ESPACES VECTORIELS

Un espace vectoriel est un ensemble E d’objets — appelés vecteurs — muni d’une opération
interne (I’addition des vecteurs)
EXE — FE

(u ; v) = u+v

et d’une opération externe (la multiplication d’un vecteur par un réel) :
RxXE — E
(su) > au

vérifiant les 8 axiomes suivants :

Al. + est commutative :

Yu,vekE, u+v=v+u

A2. L’opération + est associative :

Yu,v,we E, (u+v)+w=u+(v+w)

A3. + admet un élément neutre n :

dneE telque, Vuek, u+n=u (et n+u=u)

Ad4. Chaque élément u € E possede un symétrique u’ € E :
YueE, du’€eE telque u+u =n (et u'+u=n)
B1. Associativité mixte

Voa,BeR, Vuek, o(Bu)=(aB)u

B2. Neutralité de la multiplication par 1
YuekE, lu=u

B3. Distributivite 1

VaeR, VueE, a(u+v)=ou+av

B4. Distributivité 11
Va,BeR, YuekE, (a+B)u=au+Pu

Remarque

Les quatre premiers axiomes signifient que (E ; +) est un groupe commutatif.



Notations

Le symétrique d’un vecteur u s’écrit —u .

L’élément neutre, appelé vecteur nul, se note o.

Propriétés
Quels que soient le vecteur u etleréel o ,on a:
1) ao=0
2) Ou=0
3) au=o0 & (a:O ou uzo)
4) —u=(-Nu

5) —(au) = (—)u = a(-u)

SOUS-ESPACES VECTORIELS

Un sous-ensemble non vide F de E est un sous-espace vectoriel de E si, quels que soient u ,veF
etaelR,

u+v € F

ou el

F est donc aussi un espace vectoriel, dont le vecteur nul est celui de E.

{0} et E sont évidemment des sous-espaces vectoriels de E.



§ 4. ESPACE VECTORIEL DES FONCTIONS REELLES

Soit A un sous-ensemble de R .
Nous noterons F (A ; ]R) I’ensemble des fonctions de A vers R ..

La somme f+¢ de deux fonctions f et ¢ de F(A; R) est définie par :
(f+8)@=f()+g(x), YxeA

On définit aussi le produit o f d’une fonction fde F (A ; ]R) par un réel ¢ comme suit :

(af)x)=a f(x), VxeA

Théoréme

Muni de ces deux opérations, F (A ; ]R) est un espace vectoriel.

Preuve
11 suffit de vérifier dans ce cas les huit axiomes qui définissent un espace vectoriel.

Bon courage...



§ 5. COMBINAISONS LINEAIRES

Soit E un espace vectoriel.

Un vecteur w est combinaison linéaire des vecteurs v,, v,, ..., v, de
E s’il peut s’écrire sous la forme

k
w = o, + AU, + - AUk = Z %0
=1

ou o,, o, ..., sont des scalaires.

Les a; sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Si v, v,, ..., v, sont des vecteurs de I’espace vectoriel E et si chaque vecteur de E peut s’écrire
comme combinaison linéaire des vecteurs v;, v,, ... , v, ,on dit que ces vecteurs engendrent E.

Théoréme

Soient v, v,, ..., v, des vecteurs d’un espace vectoriel E.

L’ensemble F' de toutes les combinaisons linéaires de v, v,, ..., v, est un sous-espace
vectoriel de E. [ Preuve : cf. exercice 123 BIS.]

F est donc le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient v;, v,, ..., V.
Le sous-espace vectoriel F' formé de toutes les combinaisons linéaires de v, v,, ... , v, est appelé
sous-espace engendré par les v,, v,, ..., v, . On le note
(Vi3 Va3 es Vi)

Un espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il peut étre engendré par un nombre fini de
vecteurs.



§ 6. DEPENDANCE LINEAIRE

Définitions
Soit u;, Uy, ..., U (k > 2) des vecteurs d’un espace vectoriel E.
Les vecteurs u,, u,, ..., u, sont dits linéairement dépendants si I'un d’eux au moins peut

s’exprimer comme combinaison linéaire des autres.

Dans un tel cas, on dit aussi que la famille (ul S Uy s uk) est liée.
Dans le cas contraire, les vecteurs u,, u,, ..., u;, sont linéairement indépendants, et leur famille
est libre.

On convient encore qu’une famille (u) d’un seul vecteur est libre si et seulement si u #0.

Remarques

1) Deux vecteurs sont linéairement dépendants ssi ils sont colinéaires.
2) Trois vecteurs de I’espace sont linéairement dépendants ssi ils sont coplanaires.
3) Une famille libre ne peut contenir le vecteur nul.

Critere d’indépendance

Des vecteurs u,, u,, ..., u; (kZl) sont linéairement indépendants si et seulement si la seule

combinaison linéaire nulle des u; est celle dont les coefficients sont tous nuls :

(o + oy + ot oy =0) = (o=0,=..= = 0)

Le vecteur nul o s’exprime de maniere unique comme combinaison
linéaire des vecteurs u,, u,, ..., U,

Preuve : Cf.exercice 126.



§ 7. BASES

Définition

Soit B=(v;; v,; v3;...) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.

Nous dirons que la famille B est une base de E si elle est libre et génératrice *.

* B est génératrice si (B)=E .

Théoréme

Soit B = (v,; vy; ....; v, une famille de vecteurs d’un espace

vectoriel E.
B est une base de E si et seulement si tout vecteur u de E s’écrit,
d’'une maniére unique, comme combinaison linéatre des vecteurs

Uy, U5 - oo Vg

Si un espace vectoriel E admet une famille B = (e,, e,; ...; e,) comme
base, un vecteur u de E peut s’écrire, de fagon unique, sous la forme
u = oe + oe, + ... + oxe,.

Les réels o, o, ..., ®, sont appelés composantes (ou coordonnées)
du vecteur u associées respectivement aux vecteurs e,, e,, ...,e, de la
base B .

Par rapport a une base B un vecteur u est complétement déterminé par
la famille de ses composantes.

o o,
o, . o,
Onnote u=| ~ | ouparfois u=
an an B
Base canonique de R"
Dans R",la famille B=(e;; e,; e5; ... ; e,) définie par

e=(1;0;0;..;0), ¢6=(03;1;0;0;..;0), ¢=(0;0;1;0;0;...;0),...

est une base, appelée base canonique de R" .



§ 8. BASE EXTRAITE D'UNE FAMILLE GENERATRICE

Théoréme

Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie (c’est-a-dire engendrable par un nombre

fini de vecteurs).

De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E.

Preuve
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Corollaire

Tout espace vectoriel E # {0} de dimension finie admet une base.




§ 9. THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE

Théoréme

Soit E # {0} un espace vectoriel de dimension finie.

Toute famille libre de E peut étre complétée de maniere a former une base de E.

Preuve
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§ 10. DIMENSION D'UN ESPACE VECTORIEL

Théoréme

Si E# {0} est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les bases de E ont le méme
nombre d’éléments.

Ce nombre est appelé dimension de E et noté dim(E) .

Preuve

Soit B=(e;;e,;...;¢e,) et B=(f; f,;...; f,) deux bases de E.

On doit établir que m=n. Pour ce faire, montrons que m#n implique une contradiction.

Nous allons supposer pour fixer les idées que n=2 et m=3, mais le raisonnement qui suit

convient également, en 1’adaptant, lorsque m et n sont quelconques.

Partons doncde B=(e,;e,) et B’=(f; f5; f3)-

Comme E = (e;;¢,),3 a, a, telsque f =0 e, +xye,.

Et comme B’ est libre, ’un des «; est non nul, disons o, .

= 3 Py, By telsque ¢, =f, f + Bse; ;

= FE = <f1;ez>.

Ainsi, 3 Y, ¥, telsque fo =Y, f1 tV.€,.0r ¥, #0, puisque B’ est libre.
= 36,,0, telsque e, =6,f,+6,f, ;

= E =(f;f,),ce qui contredit I"hypothése que (f13 fa; f3) estlibre.

Convention

La dimension de 1’espace vectoriel {0} est nulle.



§ 11. THEOREME DE LA BASE A DEMI-PRIX

Théoréme

Soit un espace vectoriel E de dimension n (n > 1) .

Une famille A = (ul s Uy s un) de E est libre si et seulement si elle est génératrice.

Preuve

I. Si A est libre, il existe une base B de E contenant A (théoreme de la base incomplete).
Or B comporte n vecteurs, puisque la dimension de E est n.

Donc B= A, et A est génératrice.

2. Si A est génératrice, on sait que 1’on peut en extraire une base B.

B ayant n éléments, on en déduit que B=A , et que A est libre.



§ 12. MODIFIER LES GENERATEURS

Théoréme

On considere une famille A contenant (entre autres) les vecteurs u et v.
Le sous-espace engendré par A ne change pas si I’on substitue a # la combinaison linéaire
oau+pfv (a#0).

Preuve

L’ordre des vecteurs de la famille n’ayant pas d’influence sur le sous-espace engendré, nous
supposerons que A = ( u;v; .. ) . Appelons A’ la famille obtenue en remplagant dans A le vecteur
upar ou+fv: A=(ou+pv;v;..).

Il faut établir que (A’ ) = (A) , c’est-a-dire que toute combinaison linéaire des vecteurs de A’ est
une combinaison linéaire des vecteurs de A , et réciproquement.

e Soit w=y(ou+ Bv)+06v+... une combinaison linéaire des vecteurs de A’.
En écrivant w=7you+(yB+0)v+..., on voit que w est aussi une combinaison linéaire des
vecteurs de A.

e Réciproquement, soit w=7yu+0v+.. une combinaison linéaire des vecteurs de A. En
remplacant u  par é(ocu+[3v)+(—g)v, on a w= y(;((xu+ﬁv)+(—§)v)+5v+... =
g(au + ﬂv)+(—%+5)v+ ..., Cé qui montre que w est bien une combinaison linéaire des

vecteurs de A’.

Cas particulier

Le sous-espace engendré par la famille A ne change pas si I’on remplace dans A le vecteur u par
le vecteur au (o #0).



§ 13. EXHIBER UNE BASE D'UN SOUS-ESPACE

Exemple

Dans un espace vectoriel de dimension 5, on donne les 6 vecteurs suivants :

2 2 0 2 0 2
0 -1 1 -1 1 0
u,=[6|; u,=|2|; us=|6|; us={4|; us=|8 |; ug=06
4 4 1 5 2 4
1 0 0 0 -2 -1

Pour trouver une base du sous-espace K = <u1; Uy Uzy Uy Uss u6> engendré par ces vecteurs,

on forme un tableau dont les colonnes sont les composantes des vecteurs donnés, puis on
I’échelonne™ au moyen de combinaisons linéaires, en remplacant a chaque pas une colonne par une
combinaison bien choisie de cette colonne avec 1’'une des autres. Ainsi, le sous-espace engendré par
les colonnes reste le méme au cours du processus, en vertu du paragraphe précédent.

2 2 0 2 0 2 2 0 0 0 0 O
0O -1 1 -1 1 O 0O -1 1 -1 1 O
K = 6 2 6 4 8 6 = 6 -4 6 -2 8 0
4 4 1 5 2 4 4 0 1 1 2 O
1 0 0 0 -2 -1 1 -1 0 -1 =2 =2
2 0 0 0 0 O 2 0 0 0 0 O 2 0 0 O
0O -1 0 0 0 O O -1 0 0 0 O 01 0 O
= 6 -4 2 2 4 0 = 6 -4 2 0 0 O = 6 4 2 O
4 0 1 1 2 O 4 0 1 0 0 O 4 0 1 O
1 -1 -1 0 -3 =2 1 -1 -1 1 -1 2 1 1 -1 1

En observant le dernier tableau, on voit que ses quatre colonnes forment une famille libre, et
fournissent donc une base de K :

2 0 0 0
0 1 0 0
B = 6(;(4;121]:1]0
4 0 1 0
1 1 -1 1

* Un tableau de nombres est échelonné (relativement aux colonnes) quand le nombre de zéros en début de
colonne augmente strictement lorsqu’on passe d’une colonne a sa voisine de droite.
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§

20. APPLICATIONS LINEAIRES

Définition

Soient E et F' deux espaces vectoriels.

On appelle application linéaire de E vers F toute application h : E— F telle que :
1) h(u+v)=hu)+h)
2) h(ocu)=ah(u)

quels que soient les éléments u et v de E et le nombre réel o .

Si E=F ,on parle d’un endomorphisme de E.

Conséquences de la définition

1.

2.

3.

Quels que soient les éléments u et v de E et les nombres réels a et S,

on a
h(au + pv) = oh(u) + Bh(v).

Soit o, I’élément neutre de E, o, celui de F. On a
h(og) = 0p .
Pour tout élément u de E, on a

h(—u) = — h(u).

Exemples
1) Pour tout espace vectoriel E, I’identité id.: u > u de E vers E est une application linéaire.
2) L’application & : (x; y; z) = (x+z; y) de R® vers R* est une application linéaire.
3) Dans le plan R?, les symétries, rotations, projections, homothéties et affinités qui laissent fixe
’origine sont des applications linéaires.
4) Soit E DI’espace vectoriel des fonctions dérivables sur l'intervalle [a; b], et F celui des
fonctions définies sur [a ; b].L’application d : f+> f’ de E vers F est linéaire.
b
5) Si E désigne I’espace de fonctions continues sur [a; b], I'application i: f HJ. f(x)dx
a

de E vers R est linéaire.



§ 21. MATRICES

Définitions

Soit n et p deux entiers naturels non nuls. On appelle matrice de
| type m X p un tableau a n lignes et p colonnes

i
a, ... a,
4= z
¢

dont les coefficients a; sont des nombres réels.

L’ensemble des matrices de type n x p a coefficients réels se note

Mn,P(R)

Si n =1, 4 est une matrice-ligne et st p = 1, A est une matrice-colonne.

Lorsqu’aucune confusion n’est a craindre concernant le nombre de lignes
et de colonnes de la matrice 4, on note

A = (ay)

On appelle matrice nulle de type n x p la matrice O = (o,;) définie, pour
tout i de {1; 2; ...; n} et pour tout j de {1; 2; ...; p}, par o; = 0.

Si 4 = (a;) est une matrice de type n X p, on appelle transposée de A4 la
matrice (c;) de type p X n définie, pour tout i de {1; 2; ...; p} et pour
tout j de {1;2; ...;n}, par ¢; = a;. La transposée de A4 se note

‘A

Deux matrices 4 = (a;) et B = (b;;) sont égales si elles sont de méme type
n X petsia;=>b; pour tout i de {1;2; ...; n} et pour tout j de
{1;2; ...; p}.



Opérations sur les matrices

Soit 4 = (a;) et B = (b;) deux matrices de type n X p et soit A un
nombre réel.

On appelle somme de 4 et de B la matrice 4 + B, de type n X p,
définie par 4 + B = (a; + by).

On appelle produit de 4 par A la matrice A4, de type n X p, définie
par A4 = (4ay).

Soit A = (a;) une matrice de type n X p et B = (b;) une matrice
de type p X r. Le produit de A par B, not¢ AB, est la matrice
C = (c;) de type n X r définie par

Cix = Z aijbjk = ayby + apby + -0 + aipbpk

¢, estle "produit de la i-eéme ligne de A par la k-éme colonne de B".

Propriétés

— Le produit matriciel est associatif.
— Le produit matriciel est distributif par rapport a I’addition matricielle.

Pour toutes les matrices 4, B et C de dimensions adéquates, on a

A(BC) = (AB)C
AB + C) = AB + AC
(A + B)C = AC + BC

Pour tout nombre réel 1 et pour toutes les matrices 4 et B de dimensions
adéquates, on a

A + B) = 4 + ‘B
A4) = 4
‘(AB) = ‘B4




§ 22. MATRICE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

On considere une application linéaire i : E — F , avec dim(E) = 3 et dim(F) = 2.
Soit By = (el; e; e3) une base de E et B, = (f] ; fz) une base de F.

Relativementa B, ,ona:
_ [ % _ B [N

Définition

o B v

La matrice (
a, B, 7,

] est appelée matrice de /4 relative aux bases B, et By, .

Cette définition est motivée par le résultat suivant :

Théoréme

X
Soit ueE, avec u=| x, | relativement a B, et h(u):()ﬁ] relativement a B . Alors :
X Y2
X
()’1)_(0‘1 B 71) .
= 2
Y2 o B 7
X3

Preuve

)

h(u) = h(xe +x,e, +x5¢5) = x;h(e)+x,h(e,)+ x3h(esy)

o] By Vi) [ ouxi+ Bixy + i
X + X, + X3 =
o, B, Y2 0L X + BrXy + Y25
X1

_ (051 By 71) ;
a, B, 7, x2

3



Remarque

Tout ce qui est dit ci-dessus se généralise "sans peine" lorsque dim(E) et dim(F) sont quelconques
(mais finies).

A retenir

Les colonnes de la matrice relative aux bases By et B, d’une application linéaire h: £ — F
sont les composantes relatives a B, des images par h des vecteurs de B .

Théoréme

Considérons deux espaces vectoriels E et F de dimensions finies, B, et B, des basesde Eet F, h
et g des applications linéaires de E vers F' et oo € R. On désigne par H (respectivement G) la
matrice de h (respectivement g) relativement a ces bases. Alors :

La matrice de h+g relativementa B, et B, estégalea H+G.

La matrice de och relativementa By et B, estégalea oH .

Notons encore le résultat suivant :

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base By ;
F un espace vectoriel de dimension m, muni d’une base B ;
A une matrice de type mXn.

X N X
. .. X Y Xy ..
L’application de E vers F envoyant | = | sur | "~ | =A| ~ | estlin€aire.
xl’l ym xn

(Preuve : Cf. exercice 211.)



§ 23. AFFINITES DANS IR’

Soit (ul ; uz) une base de R? et A un réel non nul.

L’affinité de direction <u2) ,d’axe (ul) et de rapport A est ’endomorphisme de R* envoyant un

vecteur v sur le vecteur v’ défini par
u’ = Auv

u désignant I’intersection de la droite ( u1> avec la parallele a < u2> passant par v.

1 0
La matrice de cette affinité, relativement a la base (ul ; uz) , est (O ] .

A

X X

Le vecteur ( J a pour image ( )
y Ay



§ 24. CISAILLEMENTS DANS IR?



§ 25. AFFINITES DANS IR®

Soit (u] , Uy, u3) une base de R> et A un réel non nul.

1. L’affinité de direction <u3> , de plan fixe (ul , u2> et de rapport A est ’'endomorphisme de R’

envoyant un vecteur v sur le vecteur v’ défini par
u’ = Auv

u désignant I’intersection du plan ( Uy, U, ) avec la parallele a < u3> passant par v.

v [
(7]
3
v
«, \
g w
“,
1 00
La matrice de cette affinité, relativement a la base (u] , Uy, u3) ,est |0 1 O0O].

0 0 A

X X

Le vecteur | y | a pour image | y

Z Az



2. L’affinité de direction (ul, u2), d’axe <u3> et de rapport A est I’endomorphisme de R’

envoyant un vecteur v sur le vecteur v’ défini par
u’ = Auv

u désignant I’intersection de la droite < u3> avec le plan parallele a < U5 U, ) et passant par v.

S > O
- o O

A
La matrice de cette affinité, relativement a la base (ul , Uy, u3) ,est| O
0

x Ax
Le vecteur | y | a pour image | Ay |.

< <



§ 26. NOYAU D'UNE APPLICATION LINEAIRE

2 ﬂ'fz/'w( '/aam

Le noyou oA e a//{t'm/ﬁam Lieune Aié—-——i’F/
;/wllc/ Ken (h), ot 1 snernidle des vedewrs Ae
E Aot {/Wayc /mn h et o.

Kerlh) = {uee/ hi(w) =0}

T/Lelo/u'}me

ku{/») et unm 2 owua - Lapace A E.

Prewve

Cot w ve Kefh) of <€ R.

o flurv)= h()rhlx] = 0+ 0 = g
= wu+v € LKka(h).

e h(xu) = Xh(u = oK-0 = 0O |

=) o«ue Ka (h).




§ 27. IMAGE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

/ / y'wm,it A vne a/)/v'{(;a/t{am loneanne h: e—>F )
}"'"{“l Im [A) y et {/ (Mwl{e o’{(ﬁ VL/fW y/¢

F mym//’ uare /mefo'magc /)M h o movan -
I (h) = § h(w) | weE ]

T/\,tlo/t(:vuc
Ton (h) et v ,am——ao/,au Ade F.

Prewve
Sot w’, v'E Ina(h) o x€ R
. 3 w, v € £ (b 7.44{ h(ul = 0’ o /L[v-)-.:'v-/.

=) /L[M.-I"V‘) = /\,[ulv‘—/»(‘") = wrv’
==) (,4./1‘- 'V‘Ié I/M()L}

. }L[p(b(,)’.; o<}1,[u):; O(M//'
=) o(u,é _ZVV\.[A)



§ 28. GENERATEURS DE Im(h)

\S‘m"f' /L € =2 F e ﬂ/)/w’&}:ﬂ/tt’om ‘A;\«ela«vle .
Z'/kl{w‘z()w»e

54. /edlell'"l en) ln/f urnt é“ﬂﬂ V{C E/ aforn

LW\-[A) enf W»gbvw’b‘te/ /;om. (/t(g},/L(c,)/...//tfgl)):
I/yw[/u.) = < lk(e..),,‘-(ez),---,A[tn) > .

[neave
Lo th1= Jharfuee) -
= g}b{ogeqﬁ.‘f—xncn ) / K, Kysy %n € /}?}

= gagk(a)+---+o(,\h(¢n) / X,y Xn € //?;

= htar, hlea), h(en)) .

—

%W?Me (}‘.(C,‘)/.,./ }L{en)) n/e/»/f’ /;an
/ £ wne base Ae Im (A).

/
fp/\. el rdan

.DC'_W Lo
Orn a,/)/w#e /wa?

O I/LO't{e /t (ﬁ-), /a MWth y(e

e //a/’fﬁia’t"om ho, of

.(/ e/\)/)M.CC I/W‘-[A') *






§ 29. INJECTIVITE, SURJECTIVITE, BIJECTIVITE

Soit f une fonction de A dans B.

e f estdite injective si chaque élément de B possede au plus une préimage par f.

Autrement dit, f est injective si et seulement si :

f)=f(x) = x=x

e f estdite surjective si chaque élément de B possede au moins une préimage par f.

Cela équivaut a dire que :

f(A) =B

* f est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si chaque élément de

B possede exactement une préimage par f.

Remarque. 11 existe beaucoup de fonctions qui ne sont ni injectives, ni surjectives.

Schémas

Injection non surjective Surjection non injective

Bijection



Théoréme

Une fonction f: A— B est bijective si et seulement si il existe une fonction "f: B— A
("réciproque de f") telle que :

"fof =1id, et folf = idy

AN

On rappelle que id, désigne la fonction "identité
xekE.

de E vers E définie par id;(x)=x pour tout

Preuve

1. Sifestbijective, on définit "f(y), pour tout y € B, comme étant ['unique préimage de y par f.

. f f =1d, ? Soit xeA.
( f(x)) (unique préimage de f(x) par f) = x
o fo'f =1idy ? Soit yeB.
F(7F0)) = f(préimagede y) =y v

2. Si'fof =1id et fo’f = idy: chaque y€ B a-t-il une unique préimage par f?

e Ilyenaaumoinsune: "f(y). Eneffet: f(rf(y))z(forf)(y)zidB(y)zy v
e Ilyenaauplusune: sixet x’ sonttels que f(x)= f(x),alors:

Ff@0)="Ff@) & (Fof)w=(Fof)x) & idx)=id,)

& o x=x"

Unicité de la réciproque
Une bijection n’a qu’une seule réciproque. En effet :

Soit g: B— A telleque fog = idgz.Onaalors fo fog = "foidy,puisid,ocg = f et

finalement g = 'f .



§ 30. INJECTIVITE ET SURJECTIVITE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

Théoréme

Soit h: E— F une application linéaire.

1. h estinjective <« Ker(h)= { 0 }

2. h estsurjective << Im(h)=F

Preuve

f /.
éa_ yad ~L[7ML‘U0&Z‘MC4¢ {/J/{' Mwﬁﬂlf-alfc .

p(/fv\,‘pMIf/\.oM/& '/m //)/LeAMA.;l_/L€

e S¢ h M’(L .W‘/'tﬂt('l/t , 0 « w; lor  trne
' h . 0 ot dore ’ W\M'7Mc “w

YA saala e /’)&V\ i )

/:uz 7“‘3 hw)= o . = Ken(h)= {0}

e S¢ Kalh]=Aej
0/\/‘ 040'1/{’ W»om/f/tln 7Mf /\[u.):/L{V) w&,‘?,u( U= v.

folwl= htv) = hlw-hr) =0 &> h(u-v])= 2

= wu-v =0 = 4=V

0/1,(( rwym ‘/’/f nand

Définitions

Une application linéaire qui est bijective (c’est-a-dire injective et surjective) s’appelle un
isomorphisme.

Une application linéaire bijective d’un espace E vers lui-méme s’appelle un automorphisme
de E.




§ 31. DIMENSIONS DU NOYAU ET DE L'IMAGE

Théoreme (dit "K+I")

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et #: E — F une application linéaire.

Alors :

dim( Ker(h)) + dim( Im(h)) = dim(E)

Démonstration

Soit By =(e;, e,, ..., ¢;,) une base de Ker(h). Puisque c’est une famille libre de E, on peut la
compléter en une base B, =(¢,, e,,..., ¢, €., ... , ¢,) de E. Le théoreme sera prouvé si nous
montrons que la famille ( h(ep), -, h(en)) est une base de Im(h).

* On sait que Im(h)= < h(e)), ... ,h(e,) , h(ey,,) , ... , h(e,) ) Or h(e))=h(e,)= ... =h(e)=0,
puisque ¢, e, ... , ¢, sont dans le noyau de . Ainsi: Im(h)=(h(ey,,),... ,h(e,)).

¢ Il suffit maintenant d’établir que la famille ( h(ep), -, h(en)) est libre :

Supposons que o, k(e )+ ... + o,h(e,)=0. Alors h(oa,me,&rl + ..+ anen) =0, et

04164 + ... + e, appartient a Ker(h). Comme By est une base de Ker(h), il existe

o, 0y,..., 0 tels que o4e +...+o0ge =06, +... 1t 0, qui équivaut a
o + ...+ oe — 0 e, — ... — 0,e,=0.0Or B, est une base, donc une famille libre. D’ou
o=0,=.=0,=0.

Corollaire

Soit un espace vectoriel £ de dimension finie.

1. Un endomorphisme de E est bijectif ssi son noyau est nul.

2. Un endomorphisme de E est bijectif ssi son image est égale a E.




§ 32. MATRICE D'UNE COMPOSEE

Théoréme

Soit E, F, et G trois espaces vectoriels de dimensions finies, B, B, et B, des bases de ces

espaces, h: E— F et k: F— G deux applications linéaires dont les matrices relativement a ces

bases sont H et K respectivement. Alors koh est linéaire et :

La matrice de koh relative aux bases B et B estégalea KH .

"La matrice d’un produit (o) est égale au produit des matrices"

Démonstration

Il n’est pas difficile de vérifier que koh est linéaire. Déterminons ensuite sa matrice :
Soit ¢; le j-eme vecteur de la base Bj . La j-¢me colonne de la matrice de koh est formée des

composantes de (ko h)(ej) = k( h(ej)) dans B . Elle est donc égale a :

K| hsy,

Il en résulte que 1’élément situé a l’intersection de la i-¢me ligne et de la j-éme colonne de
la matrice de koh est le produit de la i-eme ligne de K par la j-¢me colonne de H.

La matrice de koh est donc bien égale a KH .



1
CR| ———
(8z3 —4z“j



§ 40. DETERMINANT D’'UNE MATRICE CARREE

Déterminant d’ordre 2

b
Le déterminant de la matrice A = (a d] est le nombre ad — bc .

c

On le note ,ou Det(A).

Déterminant d’ordre n

Le déterminant d’ordre n est défini par récurrence a 1’aide des déterminants d’ordre n—1.

Soit A= ( a ) une matrice carrée d’ordre n.

i

On appelle mineur associé a I’élément a; — et I'on note M; — le déterminant de la
matrice carrée d’ordre n—1 obtenue en supprimant la i-eme ligne et la j-eme colonne de la
matrice A. On appelle cofacteur de I’élément a; le nombre ¢; = (-1) ey v i

On définit alors le déterminant de A comme suit :

Det(A) est donc la somme des produits de chaque terme de la premiere colonne par son cofacteur.

Théoréme

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n est égal a la somme des produits de chaque terme
d’une ligne ou d’une colonne par son cofacteur :

Det(A) = a0, + a0 + ;305 + ... +a;,C;

m=in

(développement selon la i-eme ligne)

Det(A) = a;;00;+a, ;05 ; +a5,05; + ... + a0,

(développement selon la j-¢me colonne)



§ 41. PROPRIETES DES DETERMINANTS

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre 1, et ‘A la transposée de A.

ey

2)

3)

“4)

(&)
(6)

(7

®)

€))

Det(1,) = 1

Det(AA) = A" Det(A)

Det(‘A) = Det(A)

Si A est une matrice triangulaire (ou diagonale), alors Det(A)=aq,, a,, ...qa,,

Det(AB) = Det(A)Det(B)

Si 'on multiplie une colonne (resp. une ligne) d’une matrice par un nombre A, le
déterminant est multiplié par A .

Si I’on permute deux colonnes (resp. deux lignes) d’une matrice, le déterminant change de
signe.

Le déterminant ne change pas si I’on ajoute a une colonne (resp. une ligne) de la matrice
une combinaison linéaire des autres colonnes (resp. lignes).

Si les colonnes (resp. lignes) d’une matrice sont linéairement dépendantes, le déterminant
est nul.




§ 42. INVERSE D’UNE MATRICE

Considérons un endomorphisme 4 bijectif d’un espace vectoriel E de dimension n. On sait que

I’application réciproque "h de h, également linéaire, est telle que :
ho'h=id, e '"hoh=idg

En désignant par A et B les matrices de i et "h relativement a une base de E,on a :
AB =1, e BA=1,

On dit alors que les matrices A et B sont inverses 1’une de 1’autre.

Définition

Deux matrices carrées A et B de dimension n sont dites inverses 1’une de 1’autre si

AB = BA = I,

Il n’est pas difficile d’établir que si A et B sont inverses I'une de I’autre, et si une matrice B’ vérifie
AB’ =1, ou B’A =1, , alors B=B":

AB =1, = BAB’=BI, = I,B = Bl, = B'=B;
BA=1 = BAB=I1B = Bl =I1B = B=B

Cela permet d’appeler B la matrice inverse de A, et de noter B=A"" .

z . . —1
Par symétrie,on a aussi A=B" .

Exemple

b
] dont le déterminant Det(A) =ad —bc n’est pas nul est :
c

a
L’inverse d’une matrice A = (

Si Det(A)=0,A n’a pas d’inverse.

Pour une justification, voyez I’exercice 311.



§ 43. CALCUL DE L’INVERSE D’UNE MATRICE

Lemme

La somme des produits des éléments d’une ligne (ou d’une colonne) d’une matrice carrée par
les cofacteurs des éléments d’une autre ligne (ou d’une autre colonne) est nulle.

Démonstration

Pour fixer les idées, donnons la preuve pour la 2° ligne et les cofacteurs de la 3° ligne d’une matrice
A = (a;) de type 3x3. En notant «; le cofacteur de a;, on doit établir que

Ay 031+ Ay Olyp + Ax3 033 =0

i 42 Gi3
On remarque que a, ;03 + Gy O3y + Ax3033 = | Ay, Ay, ayz |- Or, ce déterminant est nul,

Qy; Ay Ays

puisque il a deux lignes égales. Par conséquent a,,0t5; + a,, 03, + 530053 =0.

Théoréme

. . —1 . 2 . £
La matrice inverse A~ d’une matrice A de déterminant non nul est donnée par

N
Det(A)

ou F désigne la matrice des cofacteurs de A.

Démonstration

Calculons le produit de A par la matrice 'F . L’élément p;; situé a I'intersection de la i-eme ligne et
de la j-eme colonne de A-'F est égal a la somme des produits des éléments de la i-eéme ligne de A
par les cofacteurs des éléments de la j-eme ligne de A. En appliquant le lemme et la formule de
développement d’un déterminant selon la i-eme ligne, on trouve :

0 i iz
Pi= 1 Det(A) si i=j

Il en résulte que A-'F=Det(A)- 1.
1 ot
Det(A)

On obtient de méme 'F-A=Det(A) - I , ce qui achéve de prouver que A™' =



§ 44. DETERMINANT ET DEPENDANCE DES LIGNES OU COLONNES

Préparatifs
Appelons opération élémentaire sur les lignes d’une matrice chacune des trois actions suivantes :

1) Permuter deux lignes
2) Multiplier une ligne par un réel A non nul
3) Ajouter a une ligne A fois une autre ligne (l € ]R*)

Dans le cas d’une matrice carrée, les effets sur le déterminant de ces opérations sont :

Opération 1 : le déterminant est multiplié par —1
Opération 2 : le déterminant est multiplié par le réel non nul A
Opération 3 : le déterminant ne change pas

Au moyen d’opérations élémentaires sur les lignes, toute matrice carrée peut étre mise sous forme
échelonnée. Donnons un simple exemple :

0 3 -1 3 2 0 1 1 1 0 1/2 1/2
0 -1 2 5 0 -1 2 5 0 -1 2 5
—()— —(2)- —(3)—>
2 0 1 1 0 3 -1 3 0 3 -1 3
4 4 -1 0 4 4 -1 0 4 4 -1 0
1 0 1/2 1/2 10 1/2 1/2 10 1/2 1/2
0 -1 2 5 01 2 - 01 2 -
—(4)- —(5)- —(6)—
0 3 -1 3 03 -1 3 00 5 18
0 -3 -2 0 4 3 -2 00 5 18
10 1/2 1/2 10 1/2 1/2
01 -2 - 01 -2 -5
— (-
00 1 18/5 00 1 18/5
00 5 18 00 0 0

Etape 1 : permuter les lignes 1 et 3

Etape 2 : multiplier la 1* ligne par %

Etape 3 : ajouter a la 4° ligne (—4) fois la 1*

Etape 4 : multiplier la 2° ligne par —1

Etape 5 : ajouter a la 3° ligne (=3) fois la 2°, puis ajouter a la 4° ligne (—4) fois la 2°
Etape 6 : multiplier la 3° ligne par %

Etape 7 : ajouter a la 4° ligne (=5) fois la 3°



Théoréme

Le déterminant d’une matrice carrée est nul ssi ses lignes sont liées.

Preuve

Soit A une matrice carrée et R la matrice obtenue a partir de A au terme d’un processus
d’échelonnement via des opérations élémentaires. Les coefficients diagonaux de R sont soit tous
égaux a 1, soit nuls a partir d’un certain indice de ligne (le déterminant de R est donc égal a 1 ou a
0). De plus, les opérations élémentaires ne changent pas le sous-espace engendré par les lignes de la
matrice, et ne changent pas non plus la nullité du déterminant, puisqu’une telle opération ne fait que
multiplier le déterminant par un réel non nul. On en tire les équivalences suivantes :

Det(A)=0 << Det(R)=0 <« ladernicre ligne de R est nulle
< la dimension du sous-espace engendré par les lignes de R est strictement inférieure a n
< la dimension du sous-espace engendré par les lignes de A est strictement inférieure a n

< leslignes de A sont liées

Ainsi: Det(A)=0 < leslignesde A sont liées.

Corollaires

Le déterminant d’une matrice carrée est nul ssi ses colonnes sont liées.

Soit 4 un endomorphisme d’un espace E, et H sa matrice relative a une base B de E.
Alors : h est bijectif ssi le déterminant de H est non nul.




§ 45. MATRICES UNIMODULAIRES

Définition et propriétés

Soit i, j deux entiers distincts compris entre 1 et n, et A un nombre réel. On appelle
matrice unimodulaire U;(1) toute matrice de type nXn vérifiant les propriétés suivantes :

* Les éléments diagonaux de Uij(/l) sont tous égaux a 1.
* L’élément situé a I'intersection de la i-¢me ligne et de la j-¢me colonne de U (1) est égal a A.

* Tous les autres éléments de U;;(A) sont nuls.

Il est aisé de voir que :

La matrice Uy (1) A s’obtient en ajoutant a la i-eme ligne de A A fois sa j-eme ligne;

La matrice AU lj(/l) s’obtient en ajoutant a la j-¢éme colonne de A A fois sa i-eéme colonne.

On sait d’autre part qu’ajouter a une ligne (ou a une colonne) d’une matrice un multiple d’une
autre ligne (ou d’une autre colonne) ne modifie pas le déterminant. Par conséquent :

Quelle que soit la matrice A et la matrice unimodulaire Uij (A),ona:

Det(U;(2)A) = Det(A) = Det( AU;(A))

Remarquons encore que I’inverse de Uij(/l) est Uy (-A).

Diagonalisation par matrices unimodulaires

Notons D(¢x) la matrice diagonale égale a la matrice unité, sauf qu’on y trouve le nombre o a
I’intersection de la derniere ligne et de la derniere colonne.

Théoréme

Pour toute matrice A de déterminant o =0, il existe des matrices unimodulaires
U,Uy,...U,, Vi, V,, ..., V, telles que :

U,..UU A =D@) = ALV, ...V,




§ 46. DETERMINANT DU PRODUIT DE DEUX MATRICES

Théoréme

Si A et B sont deux matrices carrées,

Det(AB) = Det(A)Det(B)

Preuve
1. Si o =Det(A)#0 et B=Det(B)#0

D’apres le paragraphe précédent, il existe des matrices unimodulaires U, U,, .., U, et

Vi, Vo, .., V, telles que

U,..UUA=D@) et D(P)=BWV,..V,

En se rappelant que la multiplication par une matrice unimodulaire ne change pas le déterminant, on
peut écrire :

Det(AB) = Det(U, ..U,U;ABV,V,..V,) = Det(D(@)D(B)) = Det(D@B)) = of.

Ainsi : Det(AB) = Det(A)Det(B) .

2. Si Det(A)=0 ou Det(B)=0

Considérons les endomorphismes a et b canoniquement associés aux matrices A et B.
Si Det(A)=0 ou Det(B)=0, I'un au moins des endomorphismes a et b n’est pas bijectif. acb
n’est donc pas non plus bijectif, et Det(AB)=0 .

Corollaire

Si la matrice A est inversible,

Preuve. De AA™' =1 ontire Det(AA™)=Det(I),puis Det(A) Det(A™)=1.



§ 47. CHANGEMENT DE BASE

Soient B=(e;;e,;...) et B'=(e’|;¢€,;...) deux bases de d’un espace E de dimension n.
Supposons que

EA—

LA—

ap app

La matrice P=| a, a,,--- | dont les colonnes sont les composantes des vecteurs de B’

relativement a B est appelée matrice de passage de Ba B’ .

Théoréme

Si x est un élément de E, X la matrice-colonne des composantes de x relativement a Bet X’ la
matrice-colonne des composantes de x relativementa B’,on a:

X=PX’

Preuve

n n n n n n n n n
— ’ s ) _ ’ _ ) _ ’
x—ij ej—ij Z%%—Z @ X; € —2 Zaijxj ¢ —2 Zaijxj € -
j=1 j=1 =1 1

j=1\i= i=1\_j=1 i=1\_j=1
n
Il en résulte que x; = Z a;; x; , donc que la i-éme composante de x relativement a B est le produit
j=1
de la i-eme ligne de P par la matrice-colonne X’.

Théoréme

Soit M la matrice d’un endomorphisme # de E relativement a la base B, M’ sa matrice
relativement a la base B’ et P la matrice de passage de Ba B’. Alors:

M’ =P'MP

Preuve. Soit x un vecteur de E, X sa matrice dans B, X’ sa matrice dans B’, Y la matrice de h(x)
dans B et Y’ la matrice de h(x) dans B’. Alors Y =MX , X=PX’ et Y =PY"’.

Ainsi: Y’'=P 'Y =P'MX=P'MPX".
La matrice M’ de h dans la base B’ est donc égale a P'MP.



§ 48. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

On considere un espace vectoriel E de dimension finie, et un endomorphisme £ de E.

Définitions

On appelle valeur propre de h tout scalaire Atel qu’il existe un vecteur non nul u vérifiant

h(u) = Au

On appelle vecteur propre de h, associé a la valeur propre A, tout vecteur non nul u de E tel
que

h(u) = Au

Notons E; I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A. E ; U {o} est un

sous-espace vectoriel de E, noté E, et appelé sous-espace propre associé a A.

E, = {u| h(u):lu} = Ker(h—A-id)

Théoréme

Aest une valeur propre de /4 si et seulement si

Det(h—2-id) = 0

Preuve

A valeur proprede h <  Ju#0 telque h(u)=Au & I u#0 tel que h(u)—Au=0
& Fu#0 telque (h—A-id)(u)=0 < h— A-id n’est pas bijectif < Det(h—A-id)=0.

Les valeurs propres sont donc les solutions de 1’équation Det(h - x-id ) = 0, dite équation

caractéristique de h. Det( h—x-id ) est le polynome caractéristique de h.



§ 49. DIAGONALISATION

Définition

Un endomorphisme / d’un espace E est diagonalisable s’il existe une base de E relativement a
laquelle sa matrice est diagonale.

Théoremes

Un endomorphisme % de E est diagonalisable si et seulement si il existe une base de E formée
de vecteurs propres de A.

Si (u] 3 Uy G s un) est une base de E formée de vecteurs propres u; associ€s aux valeurs

propres A; de h,la matrice de h relativement a cette base est alors

A0 0 0
0 4 O 0
0 0 i 0
0 0 0 ... 4

Preuves : Cf. exercice 327.

Remarques. 1) Les valeurs propres A, ne sont pas nécessairement distinctes.
2) Sila multiplicité de la valeur propre A; dans le polyndme caractéristique est m; ,

alors A; se trouve m; fois dans la diagonale.



Théoremes

Soit 4 un endomorphisme d’un espace E de dimension n, et C,(x) son polyndme caractéristique.

Si h possede n valeurs propres deux a deux distinctes, alors £ est diagonalisable.

h est diagonalisable ssi les deux conditions suivantes sont satisfaites :
m o m
(a) C,(x) peut s’écrire (—1)" (x— ll) 1(x—)uz) . (x— lk) *, les A, étant distincts ;

« Les multiplicités algébriques et géométriques de chaque

i

(b) Pour tout i, dim(E/ll_)zm.

valeur propre sont égales. »




§ 50. LEMME SUR LES SOMMES DOUBLEMENT INDICEES
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§ 51. TRACE D’UN ENDOMORPHISME DE IR"

Définition

On appelle trace d’une matrice carrée A de type nxn la somme de ses éléments diagonaux :

Tr(A) = zn:aii

i=1

Théoréme

Tr(AB) = Tr(BA)

Preuve

Posant C=AB et D=BA,ona:

Ti(C) = D¢ = Z[Zaybﬁ] = ZEZbﬁaij] = Z(Z%%J = Y.d; = Te(D).
i=1 1\ j=1 j=1

i=1\_j= i=1\_j=1 j=1\i=1
Mise en garde : Tr(AB) n’est pas égale en général a Tr(A)- Tr(B) .

Théoréme

Soit & un endomorphisme de R", M sa matrice relativement a une base B et M’ sa matrice
relativement a une base B’. Alors: Tr(M)= Tr(M’).

Preuve

P désignant la matrice de passage de B a B’, on peut écrire :
Tr(M*) = Tr(P"'MP) = Tr(PP™'M) = Tr(IM ) = Tr(M)

* Cf. théoreme précédent

Ce résultat autorise la définition suivante :

Définition. On appelle trace d’un endomorphisme h de R" — et ’on note Tr(h) — la trace de la

matrice de h relativement a une base quelconque de R".



§ 60. MATRICE D'UNE ROTATION LINEAIRE DE IR?

Théoréme

Soit B= (i 5 ) une base orthonormée de R?, orientée positivement.

La matrice relativement a B de la rotation d’amplitude ¢ et de centre o est

coso —sino
M=
sinox  cosa

Preuve

Désignons par & la rotation de centre o et d’amplitude .

i)
h(i)

En se référant au cercle trigonométrique, on voit que :

(cosa} [COS((X-F%)
ni) = et h(j) = h
sin| & 5

sino

. . ) . cosa —sina
D’ou la matrice relativea Bde h: M =| .
sint  coso

Remarques

* Les vecteurs-colonne de M sont unitaires (= de norme 1), et ils sont orthogonaux entre eux.

o Det(M)=1.



§ 61. MATRICE D'UNE REFLEXION LINEAIRE DE IR?

Théoréme

Soit B= (i 5 J ) une base orthonormée de R? orientée positivement, et soit v un vecteur non

nul tel que <(i;v)=7%.

La matrice relativement a B de la réflexion d’axe <V ) est

coso  sino
M=|
sinot —coso

Preuve

Nommons # la réflexion d’axe <V ) .

h(7)

o2

h(j)

Puisque <x(i;v)=%,ona X(i;h(i))=a et x(i;h(j))=a—-Z%.1ls’ensuit que
q 2 2
. cos o cos(a—%)
h(@)=| . et h(j)=|
S sm(a—%

coso  sino ]

Ainsi, la matrice relative a Bde h est M =|
sin¥ —coso

Remarques

e Les vecteurs-colonne de M sont unitaires (= de norme 1), et ils sont orthogonaux entre eux.

e Det(M)= —1.



§ 62. ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX

Définition

On appelle matrice orthogonale toute matrice carrée A telle que

'"AA=1

ou, ce qui est équivalent, toute matrice carrée dont les vecteurs-colonne sont unitaires (= de
norme 1) et deux a deux orthogonaux.

Un matrice orthogonale est donc inversible, et son inverse est égale a sa transposée.

Proposition

Le déterminant d’une matrice orthogonale vaut * 1.

Preuve

‘AA=1 =  Det('AA)=1 =  Det('A)Det(A)=1 =  Det(A)Det(A)=1
= Det(A)==1.

Définition

On appelle endomorphisme orthogonal de R" tout endomorphisme dont la matrice

relative a une certaine base orthonormée est orthogonale.

Propriétés

La matrice d’un endomorphisme orthogonal relative a n’importe quelle base orthonormée est
orthogonale.

Un endomorphisme orthogonal transforme toute base orthonormée en une base orthonormée.
Réciproquement, si I’'image par un endomorphisme orthogonal # d’un certaine base orthonormée
est orthonormée, alors £ est orthogonal.

Un endomorphisme orthogonal conserve le produit scalaire, donc aussi la norme d’un vecteur et
I’orthogonalité d’une paire de vecteurs.



§ 63. ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX DE IR?

Théoréme

Si h est un endomorphisme orthogonal de R?, alors / est une rotation ou une réflexion.

C’est une rotation si Det(h) =+1 et une réflexion si Det(h)=—1.

Preuve

a b
Soit A= ( b ] la matrice de h relativement a la base canonique.
a b

. 4 SR 4 cosa
Comme le premier vecteur-colonne est unitaire, il existe o € R tel que = . (cf
a, a, sino

b,
b,

Cll R " . bl - a2 - Sin OC
et de méme norme. On peut donc écrire : =+ =% .
a, b, a, coso

o coso —sino coso  sino
Ainsi : A= ou A=

cercle trigonométrique). On sait de plus que le deuxieme vecteur-colonne ( ) est orthogonal a

sinx  cosa sin —coso

Cela montre que & est une rotation ou une réflexion, et que le déterminant de /# vaut +1 dans le
premier cas et —1 dans le second.



§ 64. MATRICE D'UNE ROTATION LINEAIRE DE IR?

Théoréme

Soit (i IS k) une base orthonormée de R* orientée positivement (k=1iX j). La matrice M

de la rotation d’axe orienté (0 ; k) et d’amplitude o relativement a cette base est

cosa¢ —sino O
sinoe cosax O
0 0 1

Preuve

Soit & cette rotation.

Comme la restriction de /2 au plan (i ; j> est une
rotation de centre o et d’amplitude ¢, sa matrice
relativement a (i ; j) est

coso —sino
sinx  coso

i D’ou les quatre premiers coefficients de M.

~.

De h(k)=k résulte la troisieme colonne de M.

Les deux zéros de la troisieme ligne de M provien-
nent de ce que A(i) et h(j) sont dans (i ; j>.

Remarques

* M estorthogonale, Det(M)=1 et Tr(M)=2coso+1.

1 0 0
¢  Silarotation se fait autour de < [ > , la matrice devient | 0 cosa -—sinc | ;

0 sinx cosa

cose. 0 —sina
si ¢’est autour de < J ) ,lamatriceest | 0 1 0

sine 0 cosc



§ 65. MATRICE D’UNE "ROTATION-REFLEXION" DE IR®

Soit A= (0 ; v) une droite vectorielle orientée et I1 le plan vectoriel perpendiculaire a A.

Appelons rotation-réflexion d’axe A et d’amplitude o I’endomorphisme h de R’ obtenu en

composant la rotation r d’axe A et d’amplitude « avec la réflexion s de plan Il (h = sor =

ros).

Théoréme

Soit (i; Js k) une base orthonormée orientée positivement. La matrice M de la rotation-

réflexion h d’axe A= (0 ; k) et d’amplitude o relativement a cette base est

cosa¢ —sinox O
sine cosa O
0 0 -1

Preuve

Remarques
* M est orthogonale
e Det(M)=-1

e Tr(M)=2cosox—1

On sait déja que la matrice de r relativement a (i 1 k) est

cosa —sino O
R=| sinax cosax O
0 0 1

De plus, la matrice de s relativement a la méme base est

0
0
-1

9%}

Il
o O =
oS = O

La matrice M de h=sor est donc égale a SR. On obtient la
conclusion en effectuant le produit SR.



§ 66. ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX DE DETERMINANT +1 DANS IR’

Lemme

Si A est une matrice orthogonale d’ordre 3 et de déterminant +1, A admet la valeur propre 1.

Démonstration
Det(A-I) = Det(A-'AA) = Det((I-'4)A) = Det(/-'A)Det(A) = Det(I-'A)
= Det((/ - 'A)) = Det(I — A) = Det(—(A-1)) = (—1)’ Det(A—1) = —Det(A—1).

Ainsi Det(A—1)=0, et A admet la valeur propre 1.

Théoréme

Un endomorphisme orthogonal # de R* de déterminant +1 est une rotation autour d’un axe.
L’amplitude o de cette rotation est telle que :

Tr(h) = 2coso + 1

Démonstration

Par le lemme précédent, il existe un vecteur unitaire w fixe par h. Soit B=(u; v; w) une base
orthonormée admettant w comme troisi€éme vecteur. Relativement a B, la matrice A de h est

a d O
orthogonale, et elle a la forme | b e 0 |. Ses vecteurs-colonne étant orthogonaux, on a
c f 1

c=f=0.Donc A=

S S Q
S X

0

a d
0 |. De plus, ( b e) doit étre orthogonale et de déterminant +1.
1

cosa —sinoe 0
En se référant 2 ce qui a été établi dans R*, on voit que A peut s’écrire | sina cosa 0
0 0 1

h est donc bien une rotation d’amplitude «, et Tr(h)=Tr(A)=2cosax + 1.

Remarque. L’axe de la rotation est 1’espace propre E,saufsi h=1id.



§ 67. ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX DE DETERMINANT -1 DANS IR’

Lemme

Si A est une matrice orthogonale de déterminant —1, A admet la valeur propre —1.

Démonstration

Det(A—(=1)I)

Det(A+I) = Det(A+'AA) = Det((I+'A)A) = Det(I+ ‘A)Det(A)
= —Det(I+'A) = —Det(‘(/+A)) = —Det(I+A) = —Det(A+1). Ainsi Det(A+1)=0, et A

admet la valeur propre —1.

Théoréme

Un endomorphisme orthogonal 4 de R® de déterminant —1 est une rotation-réflexion dont
I’amplitude « est telle que :

Tr(h) = 2coso — 1

Démonstration

Par le lemme, il existe un vecteur unitaire w tel que h(w)=-w. Soit B=(u; v; w) une base
orthonormée admettant w comme troisiéme vecteur. En procédant comme au numéro précédent,

cosae —sinot 0
on établit que la matrice de h relativement a B peut s’écrire A=| sinax cosa 0
0 0 -1

h est donc bien une rotation-réflexion, et Tr(h)=Tr(A)=2cosax — 1.

Remarques

* L’axe de la rotation est I’espace propre E_,,sauf si 7= —id (symétrie centrale).

e h estune réflexion si Tr(h)=1.



