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§ 10. RAPPELS SUR LES DERIVEES

Définition

= lim

f’(a) = lim
h—0

flath)-f(a)
h

x—a

f(x)— f(a)

X—a

= pente du graphe de [ al’abscisse a

La fonction f’: x> f’(x) estla dérivée de f

Autres notations pour f’(x): y

b

Dérivée de quelques fonctions

dy

T odx

d
; Ef(x)

Fonction f(x) Dérivée f’(x) Fonction f(x) Dérivée f’(x)*

c (constante) 0 sin x CcoS X

X 1 COS X —sinx

3 2

xn (VZER) nxl’l 1 tan x 5 =]+ tan“x
cos x

- - cot x ——=—1—cot’x

X X sin“x

e 1

* 2Vx

*sinx désigne ici le sinus d’un angle de x radians. Idem pour les autres fonctions trigonométriques.

Reégles de dérivation

(f+g) = f+g

(") =ng" ' g

(cf)=c(f)

[c = constante]

(f(s@)) =7 () 8w




§ 11. VITESSE

Soit A(t) une grandeur variant avec le temps 7 .

At +h)— A(1)

Le quotient mesure la vitesse moyenne du "changement" A entre les temps ¢ et

t+h. Lavitesse (instantanée) de ce changement au temps ¢ sera donc égale a

. A@+h)-A®)
Iim ———~=
h—0 h

c’est-a-dire a la dérivée de A en ¢, pour autant que la limite existe. D’ou :

A’(t) = Vitesse du changement A au temps ¢

L’accélération du changement A est la vitesse du changement A’. Ainsi :

A”(t) = Accélération du changement A au temps ¢

(A” désigne la dérivée de A’)

Petite remarque

La vitesse est donc une «incarnation » physique de la notion de dérivée. On connait déja
I’incarnation géométrique, comme pente locale du graphe...



§ 20. ASYMPTOTES VERTICALES ET HORIZONTALES

1. Introduction
. +3
Soit par exemple f(x)= T
x—4
Cette fonction n’est pas définie en x =4 . Que se passe-t-il au voisinage de x=4 ?
Pour répondre a cette question, calculons les limites de f(x) quand x approche 4 :

. x+3 7 . x+3 7

lim =—=—00 lim =—=+4o
=4 x—4 o =4 x—4 o

x<4 x>4

Graphiquement, cela signifie que lorsque x tend vers 4 par la gauche (x<4), le graphe de f
plonge vertigineusement, puisque f(x) tend vers — oo (cf. figure).

Lorsque x tend vers 4 par la droite (x>4), le graphe de f s’envole infiniment, puisque f(x)
tend vers +oo.

Dans une telle situation, on dit que la droite d’équation x =4 est une asymptote verticale de f.

Examinons maintenant le comportement de f quand x tend vers + o :

) x+3 . X
lim = lim — =1
x—teo x—4 x—teo X

Ainsi, lorsque x devient tres grand (en valeur absolue), le graphe de f se confond pratiquement
avec la droite horizontale d’équation y=1. On appelle alors cette droite une asymptote horizontale
de la fonction f.




2. Définition des asymptotes verticales

Soit ae R et f une fonction.

lim f(x) = oo
X—a
x<a

ou

La droite d’équation x=a est asymptote verticale de f si

lim f(x) = oo
X—a
xX>a

Side plus f(x) est une fraction rationnelle

(x
D(x)

( La droite déquation x=a J

est asymptote verticale de f

Exemple

L tot ticales d f(x)—L
es asymptotes verticales de —Dx_3)

irréductible, on a le critére suivant :

( a estun zéro du ]

dénominateur D(x)

sont les droites d’équations x=1 et x=3.

3. Définition des asymptotes horizontales

Soit heR et f une fonction.

La droite d’équation y=~h est asymptote horizontale a droite de f si

Iim f(x)=nh
X—>+oo
De méme a gauche (X — —°),
Exemple
2x+3 . . X ) N . s 4 .
f(x)= . lim f(x) = lim — = 2. D’ou: la droite d’équation y=2 est
x+1 X—> Foo X—deo X

asymptote horizontale de f (a droite et a gauche).



§ 21. POSITION DU GRAPHE RELATIVEMENT A L’ASYMPTOTE HORIZONTALE

Soit f une fonction admettant la droite d’équation y =/ comme asymptote horizontale.

Définissons la fonction & ("delta") par :

6(x)=f(x)—h

0(x) mesure la différence d’altitude entre le graphe de f et son asymptote horizontale.

Si 0(x)>0, le graphe est au-dessus de 1’asymptote a I’abscisse x
Si 0(x)=0, le graphe et I’asymptote ont un point commun 2 1’abscisse x

Si 0(x)<0, le graphe est au-dessous de I’asymptote a I’abscisse x

Le signe de 0 va nous permettre d’esquisser rapidement le graphe de f, au moyen d’un hachurage
préalable des régions du plan qui, vu le signe de 6 , ne peuvent abriter des points du graphe de f.

Exemple
2x+3

fx)= :
x—5

Asymptote verticale : x=35.
Asymptote horizontale : y=2.

5(x):2x+3—2=...: 13
x=5 x=35
Signe de 6 :
X 5
d(x) - I +

On en conclut que le graphe de f doit se
situer hors de la région hachurée ci-contre ;
on peut ainsi tracer un graphe plausible.



§22. N/D = Q+R/D

Soit N(x) et D(x) deux polyndmes, avec D #0 . La division euclidienne de N par D nous donne
deux autres polyndmes Q(x) et R(x) tels que

N = DQ+R et degré(R) < degré(D)

En divisant la relation N = DQ+ R par D on arrive a :

S| =
I
©
i

Toute fraction rationnelle (N/D ) peut donc s’exprimer comme somme d’un polynéme (Q) et d’une
fraction rationnelle (R/D) dont le degré du numérateur est strictement inférieur a celui du
dénominateur.

Exemple

2x>—x*—12x+4
x> =3x+1

Considérons f(x)=

La division du numérateur 2x° — x> —12x +4 par le dénominateur x* =3x+1 fournit le quotient
O(x)=2x+5 etlereste R(x)=x—1. Ainsi:

x—1
= 2x+5)4+——
fly = @x+ )+x2—3x+1

Remarque

On observe que lim R(x)

= 0, puisque le degré de R est inférieur a celui de D. La fraction
x—eo D(x)

N .
D se comporte donc comme le quotient Q lorsque x tend vers T oo.



§ 23. ASYMPTOTES OBLIQUES

Définition

La droite d’équation y=mx+h (m#0) est asymptote oblique a droite d’une fonction f si

f(xX)=(mx+h)+06(x), avec lim &(x)=0

X—>+oo0

De méme a gauche (X — —),

Dans un tel cas, 0(x) est pratiquement nul quand x est "proche" de +co (resp. —oo), et 1’on a
f(x) = mx+h
La courbe représentative de f s’approche donc de la droite y=mx+h sur le coté droit du
graphique (resp. sur le coté gauche).
Exemple

Soxt-2x+4
x? -4

Soit f(x)=2

Au moyen d’une division euclidienne, on

obtient :

Fo=(x—1) + 22

x? -4

Comme lim 2x =0, la droite

x—too x2—4
y=x—1 est asymptote oblique de f

(a droite et a gauche).




§ 24. POSITION DU GRAPHE RELATIVEMENT A L’ASYMPTOTE OBLIQUE

Soit f une fonction admettant la droite y=mx +h comme asymptote.
Définissons la fonction & ("delta") par :

o0(x) = f(x) — (mx+h)

Cette fonction mesure la différence d’altitude entre le graphe de f et son asymptote.

Si 0(x) >0, le graphe est au-dessus de I’asymptote 4 I’abscisse x
Si 0(x)=0, le graphe et I’asymptote ont un point commun 2 1’abscisse x

Si 0(x) <0, le graphe est au-dessous de I’asymptote 2 1’abscisse x

N

NN

i

_l6 ? \

\\u

ANNSS \

-
X -2 0 2
dx)| — Il + 0 — I +

Cas d’un fonction rationnelle

N o o
Soit f(x)= DEX; une fonction rationnelle telle que d°(N)—d°(D) =1,
X
o . R(x) . L
Par division euclidienne, on trouve f(x)=(mx+h)+ D)’ et la droite d’équation y=mx+h est
X

asymptote oblique de f . De plus :

R
S(x) = (x)

D(x)

La division donne donc la fonction 6 en méme temps que 1’asymptote.



§ 25. CRITERE DU DEGRE

Soit f(x)= Z ()

une fonction rationnelle.
X

e f posséde une asymptote horizontale si et seulement si

d°(N) < d°(D)

[ d°(P) désigne le degré du polyndme P.]
* L’asymptote horizontale est confondue avec I’axe Ox si et seuleument si

d°(N) < d°(D)

e f posséde une asymptote oblique si et seulement si

d°(N) — d°(D) = 1

Exemples

x> -1

D fx)=

P +x+x+3
d°(N)=2, d°(D)=3; = d°(N)<d°(D); = ID’axe Ox est asymptote horizontale de f.

Equation de I’asymptote horizontale : y=0.

2) fo=

4x—-1
2x+5
d°(N)=1,d°(D)=1; = d°(NV)=d°(D); = f possede une asymptote horizontale.

Equation de I’asymptote horizontale : y=2.

x> —2x+5

3 =

d°(N)=2,d°(D)=1; = d°(N)-d°(D)=1; = f possede une asymptote oblique.

Equation de I’asymptote oblique : y=x+1.






§ 30. PARITE D’'UNE FONCTION

Définition

e Une fonction réelle f définie sur D est dite paire si son graphe est symétrique relativement a

I’axe Oy, autrement dit si, pouttout xe D, —xe D et
f(=x) = f(x)

*  Une fonction réelle f définie sur D est dite impaire si son graphe est symétrique relativement

al’origine O, autrement dit si, pout tout xe D, —xe D et
f(=x) = - f(x)

Exemples

. 2 .
Les fonctions x~, cos(x) et vx*—x? sont paires.

Les fonctions x3, sin(x) et

> sont impaires.
x +4

N.B. Ily abeaucoup de fonctions qui ne sont ni paires, ni impaires...



§ 31. PERIODICITE

Définition

Soit f une fonction et D son ensemble de définition. f est dite périodique s’il existe p >0 tel
que,pourtout X€ED , x+peD et

fx+p)=fx)
Le nombre p est, par définition, une période de f.

La plus petite période de f — si elle existe — s’appelle la période de f.

Exemples

Les fonctions sin(x) , cos(x), tan(x) et cot(x) sont périodiques.
La période de sin(x) et celle de cos(x) est 27 .

La période de tan(x) et celle de cot(x) est 7.

Théorémes

Soit keN". Si p estune période de f, kp en est également une.

Si p est la période de f, toute période de f estdutype kp, avec keN'.

Il en résulte que si g est une période de f, alors pe{ q9; 39 39 59 }

Soit e R" et BeR.

Si p estune période de f, alors a est une période de g(x)= f(ax+p).

]

Si p estla période de f, alors a est la période de g(x)= f(ax+f).

]




§ 40. PRIMITIVES

Soit I un intervalle de R et f une fonction de I vers R . On appelle primitive de f sur I toute
fonction F de I vers R dont la dérivée est f.

F=f

Exemples

e x+1 admet la primitive 4x?+ x, carladérivéede 1x*+x est x+1.
p 2 2

3 -y e 3
e X admet la primitive 1x*, carla dérivée de 1x* est x”.

Théoréme

Pour tout n € R—{1},

n

x" admet la primitive —-x"*!

n+l

Théoréme

Soit ceR, F une primitive de f, G une primitive de g.

cf admet la primitive ¢F

f+g admetla primitive F+G

Preuve: (cF)=c(F)=cf; (F+G)=F'+G'=f+g.

Application

1 3

2x* -9x+3 a pour primitive 2-1x’-9.1x*+3.x = 2x

~9,2
3 > X +3x.

Autre primitive possible : 2x° —2x” +3x+1954.



Notation

On écrira P(f)=F pour signifier que F est une primitive de f. Par exemple : P(2x)=x* ou

PQ2x)=x>+17.

Le théoreme précédent s’exprime alors ainsi :

P(c-f)=c-P(f)

P(f+g)=P(f)+P(g)

(Il'y a tout de méme abus de langage, puisqu’une fonction admet plusieurs primitives.)

Théoréme

1. Soit F une primitive de f, et ¢ une constante. Alors F + ¢ est aussi une primitive de f.

2. Réciproquement, toute primitive de f est de la forme F'+c,ou ¢ désigne une constante.

Preuve

1. (F+co)y=F+c’=f+0=f; = F+c estune primitive de f .
2. Soit G une primitive de f .

(G-F)=G -F'=f-f=0;
= G —F estune constante ;
= ilexisteunréel ¢ telque G-F=c ;

= G=F+c.




§ 41. PRIMITIVE DE g" - g’

Théoréme

Soit g une fonction dérivable et n un réel différent de —1.

N 1
gn - g’ admet la primitive — - g”“
n+1

Preuve
4 n+ / _ A n+a / n
(n+—4 ? ) h n+4'/2 ) =n14'/n+4)‘2 ‘g/
— " /

Exemples

P ()7 22
J 7

/!
o P VaTin (2xea)) = P (es) @xr2))
| J 2'

3 6

3
= 4 ()T = 2 )
2
" y .
. 73 (3x+4).’2x) = P/-—- /3)( +A) 6)()
J J’

A2 42

N S 2 = A 2
= 2 (3x*+ 1) v [(3x%+ 1)

Corollaire

n+1

(ax+b)" admet la primitive é . ﬁ (ax+Db)




§ 42. PRIMITIVE D’UNE FONCTION COMPOSEE

Théoréme

Soit f et g deux fonctions, g étant dérivable, et soit F une primitive de f. Alors :

S(g(x)) g’ (x) admet la primitive F(g(x))

Preuve
Aviver wdenionne
A

(F(g(x)))li-f F/(g(x’)' g’("’ :T: f (9=) '(7/("’
j/;j‘j“ﬁi“iam F'=7{

CDM/AOA’J

Applications

&
ar Pl (g at) = 00
3 2’

by P () con (es) ) = e (P k]
f ¢
y)

o Pl ) = P/‘géz'(?g)—%)=zﬁ’)%=zV7

Corollaire

S(ax+b) admet la primitive % F(ax+b)




§ 43. RESUME SUR LES PRIMITIVES

Définition

On dit que F est une primitive de f sur I’intervalle 7 si F’(x) = f(x) pourtout xel .

Les autres primitives de f sur / sont toutes du type F +c¢, ou ¢ est une constante quelconque.

Propriétés

P(f+g)=P(f)+ P(g) P(cf)=cP(f) P(f(sw) g )=F(sw)

Primitives de quelques fonctions

Fonction Primitive

¢ (constante) ox

x" (n=— 1) ﬁ x"”
[8(X)]". gx) (n=-1) ﬁ[g(x)]n+l
% ln| X |

i”((;)) In| g(x)|

e’ .
e 08

a’ at - ﬁ
sinx —Ccosx

coS X sin x

tanx —ln|cosx|
flax+Db) %F(ax—l—b)




§ 44. LE SIGNE DE SOMMATION X

Définition

Soit p<n deux entierset a,, a,,;, @, .- @, une suite de nombres. Pour abréger I’écriture de

la somme a, +a,,, + ... +a,, on se sert de la lettre grecque Y. ("sigma") :

("sommede i=p a n des a;")

Exemples

2 = 16+25+36+49+64+81 = somme des carrés des entiers de 4 2 9.

~.

i = 0+1+2+3+..+49+50 = somme des 51 premiers entiers.

Mg Mg LM

3. 2k = 0+2+4+6+..+98+100 = somme des nombres pairs de 0 a 100.
k=0
4. Z % = 1+1+14+1 4+ +1 = somme des inverses des entiers entre 1 et n.
j=1
5. X o = mtmetmo e = 0333 = 3.
k=1
Propriétés
! Zaai = 052 a
i=p i=p
2 Z(a,+bl):[zai +[zbl]
i=p i=p =



§ 45. INTEGRALE D’UNE FONCTION

b—a

On considere un intervalle [a , b] que I’on partage en n intervalles de méme longueur Ax= —

et d’extrémités X, X;, X,, ..., X, tellesque a=x, <x; <x, < ... <x,=b.

n

Soit f une fonction continue sur [a , b] . On pose :

jjf(x)dx = lim zn:f(xi)Ax
n— + oo i=1

b
Leréel | f(x)dx ainsi défini s’appelle intégrale de f, de a a b.
pp

Les nombres a et b sont les bornes d’intégration.

N\

N

M
\

N

NeN

N
NN
\ -
NN

0 . / :
x“ X ) 7 // %// 7 n-1 o
N & b
x N <
0 Ax Z n

b
Graphiquement, on voit que le nombre I f(x)dx mesure I’aire de la région du plan comprise

entre le graphe de f, I’axe Ox et les verticales d’abscisses a et b, les zones situées sous 1’axe Ox
étant toutefois comptabilisées négativement. D’ou la définition :

b
Aire algébrique sous f, de a 4 b = I f(x)dx

On étend la définition de I’intégrale aux cas a=b et b<a en écrivant:

[ fdx =0 jb f@ydx = - [ fxydx



§ 46. THEOREME FONDAMENTAL DU CALCUL INTEGRAL

Théoréme

Soit F une primitive d’une fonction f continue sur un intervalle [a , b] . Alors :

[ r0odx = F)-Fiay

Preuve (idée)

A Posons A(x)= Ix f(x)dx pour tout

Xe€ [a , b] , et évaluons la limite
A0 — AR - A®)
£ _f lim .
=0 h

Lorsque &  est suffisamment petit, le
nombre A(x+h)— A(x) est a peu pres ’aire
algébrique d’un rectangle de dimensions A

et f(x).
R - Ainsi : A(x+h)—-A(x) = h- f(x) et
a X xth b A(X—HZ_A(X) = f(x). On en déduit que
. A h)—A
aire ] = A(x + h) — A(x) }}ILHO Sk 2 @ _ f(x), ce qui signifie

que la fonction A est dérivable et que sa
dérivée est f .

A est donc une primitive de [ sur
I’intervalle [a , b].

Comme deux primitives de f different d’une constante, il existe un réel ¢ tel que F(x)=A(x)+c,

quel que soit x € [a , b] . Ainsi :

Fb)-F@) = (A®)+c) - (A@+e) = Ab)-A@) = | fde [ fayde =

b b b
ja f(x)dx = 0 = j f(x)dx. Dou: j f(x)dx = F(b)—F(a).

Notation

b

b
F(b)-F(a) sécritaussi F(x)| ou [F(x)} .

a



§ 47. QUELQUES PROPRIETES DES INTEGRALES

Soient f et g des fonctions continues sur un intervalle I de R, et a, b, u des réels de cet
intervalle. Soit encore F' et G des primitives de f et g sur I.

Propriété 1

Jree=] s+ s

Preuve

jb f+g = [F+G]Z = F(b)+G(b)-F(a)-G(a) = (F®)-F(a))+(Gb)-G@a)) =
0.

Propriété 2

b b
J cf = cL f (¢ = constante)

a

Preuve

[[ef = [cF] = cFb)-cF@) = o(Ft)-F@) = ¢ f.

a

Propriété 3

Preuve

| 1= Fo)-F@ = ~(Far-Fa») = =[] 1.

Propriété 4

[re -1

Preuve

['f+['f = (Fa-F@)+(F&)-Fw) = F®)~F@) = ['f.



§ 48. REGIONS BORNEES

Définition

Une région du plan (resp. de ’espace) est dite bornée si elle est entierement inscriptible dans un
cercle (resp. une sphere).

Exemples

a) La zone grisée ci-dessous est une région bornée du plan :

b) Les points P(x,y) du plan dont I’ordonnée est comprise entre 1 et 2 (1<y<?2) forment une
région non bornée du plan :

¢) Un cube est une figure bornée de 1’espace.



§ 49. AIRE D’UNE REGION SITUEE ENTRE DEUX COURBES

On considére deux fonctions f et g continues sur un intervalle [a,b] et telles que f(x) = g(x)
pour tout x €[a,b]. Soit D le domaine borné limité par les graphes de f et g et par les verticales
d’équations x=a et x=>b. Nous allons montrer que :

f el

aire(D) = " f-g

\

b—a
n

d’extrémités a=x, <x, <x, <..<x,=b, etintroduisons n rectangles de hauteurs f(x;)— g(x;)

Pour ce faire, divisons l’intervalle [a,b] en n sous-intervalles de méme largeur Ax=

b

et de largeur Ax:

/
$(x;) "

D("e)'

L’aire du domaine D est alors égale a  lim 2 ( f(x;)—g(x;) )Ax , puisque ’aire du i-eme
n—+e T
rectangle est ( f(x;)—g(x;) )Ax. Ainsi:

n

aire(D) = ngrilm 2 ( f(x;)—g(x;) )Ax = I: f-g
i=1



§ 50. VOLUME D’UN SOLIDE

On cherche a déterminer le volume V de la partie d’un solide comprise entre les plans perpen-
diculaires a Ox d’abscisses a et b :

v

—““% b

Définissons n  "cylindres élémentaires" (cylindres droits) en divisant comme d’habitude

I’intervalle [a, b] en n sous-intervalles [x,_, , x;] de largeur Ax=—— et en prenant pour base
n

du i-eme cylindre la section du solide par le plan perpendiculaire a Ox a I’abscisse x;:

En désignant par S(x) ’aire de la section d’abscisse x (section par un plan perpendiculaire a I’axe
Ox), le volume du i-¢me cylindre est alors égal & V. =5(x;)Ax ("base - hauteur").
Ainsi :
V = lim YV, = lim Y S(x;)Ax.
=1 =1

n— +oo i n—> + oo i

V= jb S(x) dx




§ 60. LOGARITHME — DEFINITION

Soient a et x deux réels>0, avec a#1.

On appelle logarithme de x en base a — et ’on note 1og,(x) — le nombre u tel que x=a".

u=log,(x) & x=a"

Autrement dit, log,(x) est ’exposant de la puissance de base a qui est égale a x.

Exemples
«  10g;p(1000) =3, car 1000 =10° ;
«  log)y(0,01) = =2, car 0,01=107 ;

e log,(16) = 4, car 16=2".



§ 61. CALCUL D’'UN LOGARITHME A LA MACHINE

La calculatrice donne le logarithme en base 10 (touche LOG). Pour calculer un logarithme de base
différente, on utilise la formule suivante :

lo X
log,(x) = 810 (")
log,,(a)
Exemple
log,,(1291
log,5(1291) = 10810129) _ ) < 15140178...
log,,(15)
Preuve de la formule
Posons : m=log,(x) & x=a" (1)

Il faut montrer que m = —, qui équivauta mv=u.
%

m (3 (1) (2)
10™ = (10V) = 4" =x=10". Dou 10™=10“ etdonc mv=u.

De maniere analogue, on obtient la formule plus générale de changement de base :




§ 62. RECIPROCITE DE exp, ET log,

Définition

Soit a € R} —{ 1 } On appelle fonction exponentielle de base a la fonction exp,: R — R}
définie par exp,(x) =a*. On appelle fonction logarithmique de base a la fonction
log,: R, >R envoyant x sur log ,(x).

Théoréme

Les fonctions exp,: R—R, et log,: R, »R sont réciproques I'une de 1’autre.

Autrement dit :

1. expa(loga(x)) = x, pour tout xe R

2. log,(exp,(x)) = x, pourtout xeR

Preuve

1.  Posons u=log,(x), quiéquivautd x=a".

Alors : expa(loga(x)) =exp,(u) =a"=x.

2. loga(expa(x))zloga(a"):x.

Corollaire

Soit a € Ri—{l}.

1. a*=a’ & x=y, pourtout x,yeR

2. log,(x)=log,(y) < x:y,pourtoutx,yeRi

Preuve

X

1. a" =a" = log,(a")=log,(a’) = x=y. Laréciproque est banale.

2. log ,(x) =log ,(y) = expa(loga(x))zexpa(loga(y)) = x=Yy.

La réciproque est banale.



§ 63. LOGARITHME D’UN PRODUIT

Théoreme
log,(xy) = log,(x)+log,(y)
"Le logarithme transforme les multiplications en additions"
Preuve
Posons : u=log,(xy) & a"=xy (1
v=log,(x) & a =x (2)
w=log,(y) & a"=y 3)

Il faut établirque u=v+w.

v w @3 M u v+w u
a=a -a = xy=a . Doua "=a etdonc u=v+w.

De maniere analogue, on obtient :

log, (lj = —log,(x)
X

1oga(§) = log ,(x) — log 4(¥)

loga(x”) = n-log,(x), pourtout neR




§ 64. INTERETS COMPOSES

Comment évolue au cours des années un capital C,, (capital initial) placé a un taux fixe 7' ?

Posons : C; = capital apres 1 an de placement (= C, plus I'intérét produit par C;, la lre année) ;
C, = capital apres 2 ans de placement (= C; plus I'intérét produit par C; la 2e année) ;
C; = capital apres 3 ans de placement (= C, plus I'intérét produit par C, la 3e année) ;
etc.

Ona:

En effet :
C,=C+T-Cy=C(+T);

C,=C+T-C,=CU+T);
C3 == C2+ TC2 = C2(1+T) ;

Tout cela se résume ainsi :

C =C,(1+T)"

[T = taux du placement ; C, = capital initial ; C, = capital apres n années]



Courbe de Gauss :

L’aire délimitée par la courbe et I’axe Ox

est exactement égale a 1



§ 70. FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE e

Définition

Pour tout x e R, posons :

(x)= O+ 1+x2+x3+
TR TR TR
0 1 .X2 xn
Plus précisément: exp(x) = lim S (x), ou S,(x)=—+—+-— +..+— . Il faut bien sir
n—s+eo or 1 2! n!

montrer que cette limite existe et est finie (pour tout x), ce que nous ne ferons pas ici...

Définition

Notons e I'image de 1 par la fonction exp :

e = exp(l) = l+l+l+l+... = 2,718
or 1 2! 3!

Théoréeme 1

Pour tous réels x, y :

exp(x+y) = exp(x) - exp(y)

Idée de la preuve

Multiplions les sommes définissant exp(x) et exp(y) comme de simples polyndmes, en groupant
les termes de méme degré (on peut montrer que cette facon de faire est légitime) :

2 3 2.3
_ r X DA
exp(x) - exp(y) = [l+x+ Y + 30 +...j[l+y+ o + 3l +}

x2 y2 x3 xyz xzy y3
I+(x+y)+ (2—!+xy+2—!J+ (§+2—!+2—!+§j+

2 3
+ +
1+(x+y)+(x 2');) +(x 3'y) +.. = exp(x+y).




Théoréme 2

Pour tout réel x:

exp(x) = e*

Idée de la preuve

0 1 02
b xeN eXp(O) = E+F+E+... =1=ce

0

exp(l) = e = ¢' (par définition de €)
exp(2) = exp(1+1) = exp(l)-exp(l) = e
3

exp(3) = exp(2+1) = exp(2)-exp(l) = e*e = e

etc.

* xeQ, Prenonsparexemple x=2. Ils’agitde montrer que exp(%) =e

(exp(%) )5 = exp(S%) =exp(3)=¢; = exp(2) = Ve .

* xeQ_ Ecrivons x=-y, avec yeQ, . Alors:

exp(y)-exp(—y) = exp(y—y) = exp(0) =1 ;

i=.€_y (yeQ+); = exp(x)=e*.

T e T e

e xeR-Q C’estune question de "continuité"...

" En vertu du théoreme 1



§ 71. DERIVEE DE LA FONCTION e*

Théoréme

La fonction exp: x+> e¢* est sa propre dérivée :
p

Preuve (idée)
23 4
On sait que €' = 1+x+ o + 3 + Tl +... . Il est possible de démontrer qu’en dérivant cette série

terme a terme on obtient bien la dérivée de sa somme. Dérivons donc allégrement :

o\ X ox Xt 2x 3x*  4x°
(e) I+x+—+—+—+.. :0+1+?+T+_+

207 31 41 L4
2o Xt x

= l+x+—+—+—+... = €.
200 31 41

D’ou la formule annoncée.

La formule de dérivation d’une fonction composée donne alors :

Corollaire

(x)

La dérivée de e®"" estégalea . g’(x) :

Exemples
. (e2x)’ — e2x D = 262)(

. 2 .
° (esmx) — eslnx . COSX



§ 72. LOGARITHME NATUREL

Le logarithme naturel ("In") est le logarithme en base e = $+ % + % + ; +..=22,718 :

In(x) = log,(x)

(x>0)

On a donc :

u=In(x) & x=¢€"

L’ensemble de définition de la fonction In: x> 1In(x) est R:

., comme pour les autres
logarithmes.

Formules diverses

In(xy) =Inx+Iny IH(E]: Inx—Iny
y

1
ln(—) = —Inx ln(x”) =nlnx

X
ef=¢ & x=y In(x)=In(y) & x=y
ln(ex)=x e = x
InI=0 Ine =1

1

Formules de passage . log, x = 12_; ; oat= eI




§ 73. RECIPROCITE DE exp ET In

Théoréme

Les fonctions exp: R— R} et In: R} - R sont réciproques I’'une de I’autre :

1. exp(In(x))=x, pourtout xeR]

2. In(exp(x))=x, pourtout xR

(On rappelle que exp(x)=¢e" )

Preuve

1. Posons u=Inx, quiéquivauta e" =x.

Alors : exp(In(x))=exp(u)=¢" =x.

2. Posons v=e¢", quiéquivauta x=In(v).

Alors : In(exp(x))=1In(e*)=In(v)=x.

Remarque

Le théoreme ci-dessus peut s’exprimer également ainsi :

2. In(e")=x

Corollaire

l. e'=¢’ & x=y, pourtout x,yeR

2. Inx=Iny & x=y, pourtout x,yeR’




§ 74. GRAPHES DES FONCTIONS exp ET In

Les deux fonctions étant réciproques 1’'une de 1’autre, leurs graphes sont symétriques par rapport a
la bissectrice du premier quadrant (droite d’équation y = x ).

Observons au passage que :

lim e*= 0 lim e*' = +00 lim In(x) = —c0 lim In(x)=+ o0
X——00 X——+00 x—0 X—+00
x>0

Ile—OO:OH ”€+OO:+OO” "ll’l(O)Z—OO" "1n(-|_oo):—|—oo"




§ 75. DERIVEE DE LA FONCTION Inx

Théoreme
(lnx )’: 1 (sur Ri)
X
Preuve
. " . I Inx—1Ina ,
Soit a e R, . Il suffit de montrer que la limite d¢ ————— lorsque x tend vers a existe et
x—a
1
vaut —.
a

Posons y=Inx (qui équivauta x=expy)et b=Ina (qui équivaut a a=expb). Alors :

. Inx—Ina . y=>b . 1 1 1
lim — = lim —— = lim = =
x—a  X—a y—>b expy—expb y—b (expy_eprj exp’(b) expb

y=>b

1
.

Corollaire 1

La dérivée de In( g(x)) est LG
g(x)
Corollaire 2
(hl‘x >’=% (sur Ry)
Preuve
Si x>0, |x|=x, et (In|+|)'=(Inx)'=1.
) 1 1
Si x<0, |x|=-x, et (In|x])=(In(-x)) —x)( )=

Corollaire 3




§ 76. PRIMITIVE DE 1/x

OMnm'f 7.M¢ (ﬁwl){l)/=—;z— (x#0).

*
-/Mlxl wt Aore ane /:/u}vw"/ﬁ'n oAe ..)-’:- s R :

P( L) = 4nixl

51'/; dlirass waimae /b&w : e
[UMAJWL Ja r{l//u.l/u' ,(c lmlj(x)l eoé J(X)

Orn /oew(' l.;/u};( :

P{&) = In[g0]

()
Ajp‘&cwﬁow
3
A Jj';':"/’ = [&/x/] = Im3-—bn2 = 09055
2 , 2
* 3 2s? 3 2 ~
2. J 3X Ax = [Lm /x+4/] = dn9-4u2 = 4,504
4 X+ 1 — ,
'\3 4

S4 ? ot wne "vavv\t o fOMvtth.



§ 77. LIMITE DE '"7" EN +oo

Théoreme
. Inx
lim — =0
X—+00 X
"La fonction x> x 1’emporte sur la fonction x+>Inx en +oo"
Preuve

Soit x>1. Ona: JT

~ | —

dt = [ln|t|]f = Inx—Inl = Inx.

1 1
Mais — < —= pourtout f>1. Ainsi:
NG

1t

Inx = .[xldt < Jlx%dt = [2%]? = 2Jx-2 < 2x.

Nous avons donc, pour tout x>1 :

0 <Inx < 2Jx

ln_x 2\/;:i - 0<lnx 2

< — < —.
X X \/; X \/;

= 0 <

. 2 < .. Inx L
Or, lim ——==0. Dot lim — = 0, en vertu du "théoréeme des deux gendarmes"...

X—>+oo \/; X+ X

Corollaire

. X
lim —
X——+00 lnx

I
_|_
g




§ 78. CROISSANCES COMPAREES DE e*, x" et Inx

Théoréme

Pour tout >0, ona:

4. &M« &A: = 0

i
2 L x" = +0° ”l“r V'Jh "
X+ D x 1{ whrb l)‘&'
3 dow x"dax = 0 pr
x—=>©
x>0
l/ ‘ZMA 8: = + 00 vbel‘I
X~ 00 X i £ oM IWJ»
n ec'rwronh w“
5. lom L= E e

Preuves

n
. o x xX=% !
A ﬁ’:/;. x" Z—>400

2. gk acvolonf a A

. x= Uk
3’ -4,.,.,\ Xn/MX

x—0
x> o

X

[/ '&M e x=&az

Ao XT Eoe*  Emire (b)) 2>+

5. e/jm‘l/a.fwvé a 4.

pen
. b (%) Lo —bnt Y

4,' /Z"/n.)

Z

z — L ( e%‘)n’_

Corollaire. Si n estunentier, lim x"e¢'=0.

X——oco




§ 80. THEOREMES DE ROLLE ET DE CAUCHY

1. Le théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifiant f(a)= f(b).

Alors, il existe ¢ € ]a, b[ tel que f’(¢)=0.

Ce théoreme confirme 1’évidence
suivante : il existe au moins un point de
la courbe y=f(x) (a<x<b) en

lequel la tangente est horizontale.

2. Le théoreme de Cauchy

Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ . On suppose que g’

ne s’annule pas sur |a, b[. Alors, il existe ¢ € |a, b[ tel que

fo _ fb)—fla)
g'c)  gb)—gla)

Remarque. Le théoreme de Rolle assure que g(a)= g(b) .

Preuve

Considérons la fonction & définie par A(x) = f(x) [ g(b)— g(a)]— g(x) [ fb)—f (a)] .

Cette fonction est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ , sa dérivée étant h’(x)=
(%) [ g(b)—g(a)]—g’(x) [ f(b)—f(a)]. De plus, on vérifie que h(a)= h(b). 1l existe donc, en
vertu du théoréme de Rolle, un réel c¢ ]a, b[ tel que h’(c)=0, ce qui équivaut a
f’(c)[g(b)—g(a)]—g’(c)[f(b)—f(a)] = 0. Ainsi, puisque g(a)= g(b) et g’(c)=0,

fo _ fb)—fla)
g’  gb)—gla)




§ 81. REGLE DE L’HOSPITAL

Théoréme

Soit aE R, f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert / contenant a. On

suppose que :

I fl@) = ga)=0:;
2. g et g’ nes’annulent passur I —{a};

f(x)
g’ (x)

3. lalimite de lorsque x tend vers a existe.

Alors :
fO o fW
r—ag(x)  v—a g'(x)

0
Remarque. Ce résultat permet le calcul de nombreuses limites du type [6} .

Preuve

Soit x& I-{a}. Les fonctions f et g satisfont les hypothéses du théoreme de Cauchy sur
l'intervalle [a, x|. Il existe donc ¢ € Ja, x[ tel que

file) _ f&)—fla) _ fx)
gc,) gx)—gla gkx)

Comme ¢, tend vers a lorsque x tend vers a, on obtient :

A noter :

Le théoreme est encore vrai lorsque la limite est du type

, oulorsque a=+o00.

" Guillaume de L’Hospital, mathématicien francais, 1661-1704



§ 90. PLANS D’ETUDE DE FONCTIONS

A) Fonctions rationnelles

x+3 2x° — x?

Exemples : f(x) = 1 ;o f(x) = Y

Ensemble de définition, parité

Zg&ros et signe de la fonction

Asymptotes (verticales, horizontale ou oblique)

Position du graphe relativement a I’asymptote horizontale ou oblique
Croissance (= variation), extremums et paliers

Courbure (= convexité) et points d’inflexion

Graphe

B) Fonctions trigonométriques

Exemples : f(x) = 2sinx cosx ; f(x)= cosx

1—cosx

1. Ensemble de définition, parité, périodicité
(choix d’un intervalle d’étude)

2. Zéros et signe de la fonction

3. Croissance (= variation), extremums et paliers
4. Courbure (= convexité) et points d’inflexion
5. Asymptotes

6. Graphe

C) Fonctions « exponentielles ou logarithmiques »

e —1 _ In(3x)
e Jo = x—1

Exemples : f(x) =

Ensemble de définition, parité

Zg&ros et signe de la fonction

Croissance (= variation), extremums et paliers
Courbure (= convexité) et points d’inflexion
Asymptotes horizontales et/ou obliques
Comportement au "bord" de I’ensemble de définition
(asymptote verticale ? pente de la tangente ?)

7. Graphe



