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INTRODUCTION

La "réalisation géométrique"™ de Milnor associant & tout
complexe semi-simplicial X un CW-complexe IX] stexprimant

comme un certain quotient de | [Xn x A% (ef.[1]) peut
n=o

&tre étendue formellement sux espaces simpliciaux, c'est-a-
dire & des complexes_semi-simpliciaux ﬁunis d'une topologie ;
le fonctéur ainsi obtenu sera appelé "B-construction".

Le but de ce traﬁail est de donner une caractérisation
axiomatique de la B-construction, de la définir par un nombre
restreint de propriétés intéressantes.

Dans le chapitre I, on généralise les notions de limite
directe et inverse dans une catégorie d'espaces topologiques
structurés ; on y définit et étudie la "limite topologique"
directe ou inverse d'un "diagramme topolegique" sur une
wcatégorie topologique"™ d'indices. |

Le chapitre II prouve aque tout espace simplicial est limite
directe tOpologique de n-simplexes simpliciaux;

Quént au chapitre III, il montre principalement que la
B-construction est déterminée par la donnée de sa valeur sur
les n-simplexes simpliciaux, et par des propriétés de commuta—

tion avec la limite directe topologique et le produit fibré.



vd

I. LIMITES TOPOLOGIQUES

" 1. Catégories topologicues.

Une catégorie topologigue g‘est la donnée d'une paire
topologique HomC > O0bC , de deux rétractions s,t de Hbmg
sur ObC, et d'une loi de composition (ou multiplication)
continue, associativef

HomC x HomC —— Hom(
= 5,4 = =

(%,7) —— 3y '

HomC x HomC étant le sous-espace de HomC x HomC formé
des cgagles (x,y) tels que s(x)=t(y) ; on e#ige de plus que,
guels que soient x;ye Homg ’ ‘

s(xy)=s(y) , t(xy)=t(x) et

x = xs(x) = t(x)x

Les éléments de HomC sont les "morphismes" de C , ceux de

Obg les "objets" de g .
Si ltespace HomC est discret, on dit que C est discreéte.
On appelle source l'application s et but 1l'application t.

Un foncteur (continu) F : C—— D entre catégories topo-

logiques est une application{de paires)topologiques
HomG/> ObC) ——> HomD{>0bD) telle que sF = Fs, tF = Ft et

F(xy) = F(x)F(y) pour tout (x,y)e HomC x HomC .
= o Y

Notatiéns.

a) on désignera par Cat la catégorie dont les objets sont
les catégories topolegicues, et dont les morphismes sont les
foncteurs continus.

b) pour tout a,beObl , on éecrira Homc(a,b) le sous-espace

de HomC composé des x tels que s(x) =a , t(x) = Db .



s ' . .
c) aecObC sera parfois noté id (identité de a), pour une

raison non obscure,

Exemples.

a) +toute catégorie au sens habituel dont les moréhismes for-
ment un ensemble est une catégorie tOpoiogique (topologie
discréte).

b) tout groupe topolbgique est une catégorie topologique

ayant pour seul objet l'élément_neutre.

¢) & tout espace topologique X est associée la catégorie topo-
logique ;gx donnée par la paire XD>X . Le cétégorie des
espaces topologiques et applications continues, qu'on notera

A Top , peut ainsi &tre vue comme une sous-catégorie pleine

de Cat. | -
d) & tout ensemble E préordonné par une relation RC ExE est

attachée une catégorie topologique discreéte E : HomE = R,

it

OLE = diag(ExE) = E, s(aRb) = b, t(aRb) = a, (aRb)(bRe) = (aRe).
Oﬁ utilisera plus loin ia catégorie N ainsi construite. |

e) i une famille (gi) de catégories topologiques cbrre3pond
ia catégorie produit ¢ =‘§ 21 tellg que Homg = ? Homgi ’

0bg = x Obg, , avec la multiplication évidente,
i tt

2, Diagrammes topologigues

Habituellement, lorsqu'on veut parler de limite directe ou
inverse dans une catégorie C, on part d'un "diagramme"

(Xi, &..) 4 c'est--dire de la donnée d'une famille (Xi)

ij®
d'objets de '\C’, ainsi gue de "liens" c(ijeHomﬁ(Xi’Xj) véri-
fiants certaines conditions de commutation. Un tel diagramme

peut s'interpreter comme une sous-catégorie de ff, ou comme



un fonecteur d*une catégorie ; dans & envoyent ie Obg sur Xi
et O(eHomI(i,j) sur qij . Si les objets de ¥ sont munis d'une
topologie? un tel foncteur équivaut & une application continue
P A: X = L_J Xi——> Obl (; étant considérée comme une catégorie
t0pologi<;ue discréte), dont les fibres p-l(i) sont les Xy

ces :_fibres étant "lides" par les o(ij' On est alors irrésisti-
bl;ament tenté de mettre sur X une topologie non nécessairement
égale & celle de somme des fibres, et donc sur _;E une topologie
non discré’ce._ D'ol la notion de "diagramme topologique", qu'lon
va préciser maintenant.

Soit \8 une catégorie dont les objets sont des espaces topo-
logiques stmc‘burés (par exemple des groupes topologiques,
catégories topologiques, EVT, etc.) et dont les morphismes
sont des applications c’ontinues compatibles avec cette struc-
- ture (dans ce qui suit,\e désignera toujours une telle catégorie).
Soient X un espace topologique et ;_ une catégorie topologi-

’que ("catégorie des indices"). Appelons diagramme topologigue

sur I dans \6 une application continue p : X— Obl dont

les fibres X(i) au-dessus de chaque i € Obl sont — en tant que
.gous—-espaces de X — des objets de E, et munie pour tout

e

e(eHomI(isj) d'un mofrphisme de \6, = X(1)—X(3). , de
menidre que wp = Qg et ﬁi = idx(i) .

Un tel diagramme sera noté (X,p,1), ou (X,;_), ou (X,p),
ou simplement X ,» selon les circons:';ances.

On dit que « est le lien au—deséus de «,

ﬁn diagramme topologiqué trivial est un diagramme de la forme

(Ob;_ X Ty pTy L) 4 A& = id, , Z étant un objet de C. 11

est & nouveau noté Z. 1

Un morphisme de diagrammes topologicues dans C ae (X,p,1)




vers (Y,q,J) est un couple (f,F) formé d'une application con-
tinue £ : X—Y et d'un foncteur g H ;——-»g y tel que

1)

ik

p = qf
2) 1la restriction de f & X(i), notée fis est

dans Hom (X(1),¥(3)), ot § = B(i).

~ 3) pour tout o(éHoml(i,j), op a g(o()fi = fjo(.'

&

On dit que (f,F) est un (I,J)-morphisme. Si I =J et F =

on parle de ;—morphisme .

Remargues.

a) un I-morphisme dé diagrammes trivia.ux est simplement» un
morphisme de C.

b) un I-morphisme de (X,;) vers un diagramme trivial Y est
une application continue f : X—Y dont les restrictions :E‘i
aux X(i) ‘sont des morphismes de B 7vérif3'.‘ant’ fja ='fi pour
tout o e Hom (i, 3) .

¢c) un I-morphisme- d'}unkdiagrammer trivial X vers (Y,I) est une
application continve f : Obl x X——Y dont ies restrictions

fi aux {i} x X sont dans Homc(X,Y(‘i)) et vérifient ;fi = fj

~ pour tout okeHomI(i,j) .
d) soient F : I—J un foncteur entre catégories topologiques

et Y un diagramme sur J . ObIl x Y est canoniquement un
- ~ 0bd

diagramme sur I , ayant mémes fibres et liens que Y , appelé

disgramme pull-back de (Y,J) par F . Un ('._I__,g )-morphisme de

X dans Y n'est alors autre g'un ___I_—morphisme de X dans le
pull-back de Y par F .

e) on a la notion de produit de deux diagrammes :



L d

(X,P,I_:) X (Y,q,g) = (X xY¥,px a,Ll x __{) ’ (eof,p) = & x B .

8i Y est trivial, X x Y est un diagramme sur I .

3.. Iimite inverse topologique.

Soit (X,I) un diagramme topologique dans . On appelle
1imite inverse topologique de (X,I) un objet L de € muni
d'un I-morphisme € : L—X (L trivial) , 'b.él, gque tout
_I_E—morphisme g d'un diagramme trivial Z vers X se factorise

de menidre unique em

ol ' h esf:'u;n morphisme de . On voit qu'une telle limite est
unique % isomorphisme prés dans O.
Si ([Y,;)‘ est un second diagramme admettant une limite L'
et si XZ—Y est un I-morphisne, on,é,ppelle limite inverse

topologique de £ 1'application f' : L—1L' induite par T ;

1

L— 1"

o,k

I— Y

Proposition. (existence de la limite inverse dans Top)

Soit (X,p,l) un diagramme topologique dans Top avec ObI
localement compact et P surjective. Le scus—espaée de
CO(Ob__I__,X)c_o ( = ensemble des applications continues 0bI—X
muni de la topologie compacte—ouverte) formé des sections
continues 5 de p telles que =% (s(i)) = s(j), pour tout
o« € HomI(i,j), est une limite inverse du diagramme (X,I) ;

“ on le note li.m' X o

-
b —1



preuve, Définissonsvl'application €: Obl x l%gvx——f—rx par

€ (i,8) = S(i) . La compacité locale de Obl assure la continuité
de £ 5 £ est un I-morphlsme car, si qesHomI(l,a), ona € (J,S) =
= S(3j) —<¥(S(l)) = «e(i s) . Soit g :+ Z—X un I-morphisme

(z tr1v1a1). I1 faut trouver une application continue

'h Z——+l§g X telle’que (i, h(z)) = g(i,z) pour tout i e OBl

et zeZ. ~ On doit donc poser h(z)(i) = g(i,z) ; vérifions

que h(z)e lim X 3.
I

- ph(z)(i) = pg(l z) =i, done ph(z) = id .
- soit «eHomI(l,a) x(n(z)(1)) =xg(i,z) = g(j,Z) h(z)(3).
- h(z) est c;ntinue puisque h(z) = g( ,z).

La continuité de h est équivalente & la continuité de g .

Corollaire. Si f : X—Y est un I-morphisme, 1l'application

1%m X——éa-lim Y, S—fS est une limite inverse topologique
de £ ; on la note lim f .

i

"4, Limite directe topologigue.

4.1 Soit (X,I) un diasgramme topologique dans T. On appelle
limite directe topologique de (X,I) un objet L de T muni
d'un I-morphisme € : X—-L (L trivial) , tel que tout

;-morphisme g d¢ X dans un diagramme trivial Z se factorise

/E/Z.L
’?g\ﬁh

h étant un morphisme de T, Une telle limite est unique &

de maniére unique en

isomorphisme pres.
Soit maintenant (f,F) un morphisme de (X,I) vers un second

diagramme (Y,J) admettant une limite directe L', L'application



ef ¢+ X—>L' est un ;—morphisme, donc induit une application
continue g L——*L' « On dit que g est une limite directe

topologique de (f,F).

4.2 Existence de la limite directe topologique dans Top.

Proposition. Soit (X,;) un diagramme dans Top et ~ 1'équiva~-

lence sur X engendrée par les relations x ~ o(x) , o €Homl .
X/~ est une limite directe topologique du diagramme (X,I),
notée

lim X .

L

preuve. € = application quotient. Soit g un ;~morphisme de X
dans un diagramme trivial Z. Pour tout x de X, on pose
h(e(x)) = g(x) , ce qui définit une unique application

continue h de X/~ dans Z factorisant g.

Corollaire. Si (f,F) est un morphisme de (X,I) vers (Y,d),

R 1'application l%m X-———>1§m Y obtenue par passage au quotient

— o—

de f est une limite directe topologique de (f,g) ; on la

note 1lim f .,

1

4,3 Commutation de la limite directe avec le produit dans Top.

Rappel. Soit X un eséace topologique. On désigne par k(X)
l'espace obtenu en munissant X de la tOpolbgie finale pour les
applications continues K—X , K parcourant les compacts de:
Top (la correspondance X—»k(X) est fonctorielle)., On dit
que X est un k-espace lorsque k(X) = X . Si X et Y sont deux
k-espaces, on écrit k(X.x Y) = X Xy Y (k-produit) .

Le quotient d@'un k-espace est encore un k-espace, ainsi que



- son produit par un espace localement compact (cf. [5] ).
Remzrouons ocue si X est de Hausdorff, k(X) est 1l'espace

de Kelley attaché u X.

Proposition., Soient (X,I) et (Y,J) deux diagrammes dans Top.

2) ei Y et 1lim X sont localement compacts, l'application

T

canonique  lim (X x ¥) — (lip X) x (lim Y) est un homéo-
) lxi I J

morphisme.
b) si X et Y sont des k—eSpaces, 1'zpplicetion canonique

11m (X X ¥) — (Lin X) Y, (11ﬂ 7)Y esgst un homébmorphisme.

III—-|

.-L-_

preuve, Il su it de considérer le carréd conmutat1¢ 01-de~so 18,
tout en se remémorant que

a) le prOGuit d'une identification paf 1'identité d'un espace
1ocalement compact est une identification ;

b) 1e k—prodﬁit de deux identifications de kéeSPacés est

encore une identification (ef. [5]).

XxY > lim (X x Y)
: Ixd
£ x id T I{

corollaire. Soient (X,l) un diagramme dans Top et Y un'espacé

topologique localement compact. L'application canonigue

1im (X x Y) (1im X) x Y est un homéomorphisme,

fh
=



lo

4.4 Transitivité de la limite directe dans Top.

Proposition. Soient I et J deux catégories topologiques,
plfe:'t; pé les projections de Obl x Obd sur Obl et Obd, et

(Xy,pyI x J) un diagramme dans Top. Supposons que, pour tout |

o € HomI et tout pe HomJ, les applications < = U (d,])
= - ‘ 3€0bg
et E.—_- U (i,p) (induites par les liens du diagramme X)

i€ 0bl
p—4
sont continues. On & alors successivement @

— pyp ¢ X— 0B (resp. Pop : X— ObJ) est un diagramme dans
Pop, dont les liens sont les = (resp. ,23').

— lim X (resp. lim X) est un diagramme sur _§= (resp. ;) dont

I d |
les fibres et liens sont les lim X(j) et ~lim?§ ~ (resp.
1
Lim X(1i) et lim).
g A
—_ lim lim X = 1lim X 2 linm lim 3 .
2 £ ix] g 1

preuve. On contemple le trés bel octogone trés commutatif

1lim 1:3;1_; X — lim X ——— 1lim 1lim X

.;: = ,/ _;[:X___ =~ ~ g ) ;
I P - 4 ~ ~ I
13111 X X > 1im X
| v |
! o ,

 dans lequel toutes les fliches sont canoniques.,

[

Remarcue. Les conditions imposées ci-dessus au diagramme

(x,I x J) sont remplies lorsque, par exemple, I et J sont



discrdtes, ou lorsque (ng X g) est pull-back par un foncteur

Fx g d'un diagramme (Y,g x g) remplissant déja ces conditioms.

11



II. ESPACES SIMPLICIAUX

1., La catégorie A.

Pour tout entier.n‘non négatif , notons (n) 1l'ensemble ordon-
né {o<:1<i...<:n} . Appelons A 1la catégorie dont les objets
sont les entiers>eo, et telle que HomA(m,n) est l'ensemble
des applications croissantes de(m) da;s (n). 4 est une catégorie

topologique discrdte ; Homd = ]Qf HomA(m,n) .
m,n=o =

On définit pour tout entier n>o des applications croissantes
éi :(n-1) —>(n) injectives et o) :(n+l)—(n) surjectives,

o<ign, par :

[ 3 si j<i
6&(3) = ) .
, | J+1 si j=>i
(3 i jgi
O’i(j) =
| =1 si j>1

-Les applications 5i.et o; sont appelées» faces et dégénéres-
cences (respectivement).

Les relations suivantes, dites simpliciales, sont vérifides :

1) 5351 = 6i6j—l >’31 i<
2),6363 = ci03+1 si i<

8305, st i<

3) 6351 = { identité si 3, 3+1

61_165 si i> j+1

Rappelons le résultat bien connu (cf.[2]) 3

Lemme., Tout I;eHomA(m,n) se décompose dans A en M= So

ot ¢ est injectif et o surjectif. Plus précisément :
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po= 8 FUR S YU 2 S

p i i3l d Ty

avec 0 < i,<... <ipsn 1 0 < Jq < e <jq<m , M—Q+p = 1 .

9 .
Cette décomposition est unique. (on notera }u.=’= éo ).

Remarques.

a) tout ¢ injectif de Homd & une rétraction, et tout ¢ sur-
jectif une section.

b) pour tout m > o, on a une sous-catégorie pleine de 4 ,
notée é‘m , dont 1e.s objets sont 0, l,..., @ . On convient

que A

L]
ne
.

2. Espaces simpliciaux.

Un espace simplicial X, est un foncteur contravariant de
A dans Top : n—X , P—Px On peut l'interpréter comme un
diagramme sur A* dans Top @ (X,,4%) (A* désigne la catégorie
opposée & 4 ; Obd* = Ob A ). Dans ce diagramme, la fibre

au dessus de n est Xn (X, = Lij Xn) et les liens sont les
Px ),LeHomé . e

Une application simpliciale f, : X;—Y, est une transfor-
mation naturelle (ou un é*—morphisme), c'est-fi-dire une famille
d'applications continues fi $ Xi——>Yi telle qué fm""x = /“Ifn
pour tout p € Hom_(m,n) . Si,.pour tout i, f;, est un plongemeént,
on dit que f, en est un, et que X, est un sous-espace simpli-
cial de Y, .

Considérons maintenant les faces et dégénérescences 61, o‘i
de é. Si X, est un espace simplicial, elles induisent des

applications continues éix ’ o&x gue l'on notera di y 84

et qu'on nommera encore "faces" et "dégénérescences". On a



4 nouveau les "relations simpliciales" (duales de celles de

la page 12) :

1) didj,z dj-ldi | si i<

2) sifsj = sj+lsi si i<
Sj-ldi si i<

3) disj = identité si i = j,j+1
dei-l si i>j+1

Remarque. Les faces 4, sont surjectives (avec section).et les

dégénérescences g sont injectives (avec rétraction),

Le lemme page 12 montre que 1l'espace simplicial X, est
complétement déterminé par la donnée des espaces Xy Xypeos
et des applications 8, di satisfaisant les relations

simpliciales.

Notation. La catégorie dont les objets sont les espaces
simpliciaux et dont les morphismes soht les applications

simpliciales sera notée Top, .

Lemme, Soit X, un espace simplicial. Tout x de X, s'écrit

de manidre unique

{om

x 03((5')

avec y € X, non dégénéreé (i.e. non dans 1l'image d'une dégénéres-

cence) et oc’eHomA surjectif.

preuve. cf. [2] .

14
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Exemples d'espaces simpliciaux.

1) A toute catégorie t0pologique C est associé un espace
simplicial, noté N,C (nerfkde>g), défini par :

- NC=0bC, N.C= HomC.
o= = 1= =

- pour tout n >1, N C est le sous-espace de (HomC)" formé

1+l)'

- 'do =85 , dl =%, Sy = inclusion de Obg dans Homg .

-~ pour tout n > 1,

des suites (xl,...,xn) telles que S(xi) = t(x.

. & X.X. X. ) X si o<i<n
(xl" 90Xy 39X %510 % 400000 n)

di(xl,...,xn) = (x2,.,.,xn) : . si i=o0
(Xpeeesx, 4) | si i=n

- pour tout n>1,

Si(xl”"’xn) = (xl,...,x;,id,xi+1,...,xn) ’ o<ign .

De méme, & un foncteur continu F est associée 1l'application
simpliciale N,F envoyant (xl,...,xn) sur (g(xl),...,g(xn)); le

nerf détermine ainsi un plongement plein de Cat dans Top,.

2) Espaces simpliciaux constants ou triviaux.

A tout eSpace topologique X correspond un espace simplicial

dit "constant" ou "trivial", encore noté X, donné par le
] ’ Y ‘

diagramme trivial ObA x X—0ObA . De ce fait, on a Top CTop,.

'3) Le m-squelette simplicial Xgm) de X,.

I1 est obtenu & partir d'un espace simplicial X, en posant

(m) . .
Xn =Xn singm, et, si p=n-m > 0,

(m)
X 8. eee8. 8. X
n . . i i ti."m
11<...<1p P 2 71

avec la topologie fine pour les inclusions de chaque sip...sile.



Comme faces et dégénérescences, on garde celles de X, ou leurs
restrictions ; ceci est possible, les relations simpliciales

montrant que san C Xn+1 et len+lCX o Vérifions que les

nouveaux a; et s, sont bien continus pour la topologie fine :

1
g(m) __, yx(m)
n

a) continuité de di : n+1

ng<mn clair,

(1]

(m)

n>m: on doit montrer que c1i : sip+l...silxm——-——v Xn
continue (p = n-m). la décomposition canonique de d;8; ...
' , p+l
veeS, étant de la forme S. ...8; OU S, ...8, 8,4, , On
iy | Ip 3y Ip 31 I, 3
a d.s, eeeS. X C S. eess, X, donc d; est continue,
i 1p+1 i, m ;;p iy m _ i
b) continuité de s, x(“_‘) ———*_X(m)‘.
i n-1 n

n < m+l ¢ clair,

n>mtl ¢ il suffit de wvoir que s; Sip—l...s le———-» Xn
est continue (p = n-m).; c'est vrai puisque sisi cee8, X =
S. ess8. X pour certains jl<...<j .

Jp i P

On dit qu'un espace simplicial X, est de dimension finie

(m) _

lorsque X, X, pour un m>o0. La dimension de X, est alors

le plus petit m tel que cette condition est remplie.

Remargues.

(m) (1)
Xy

a) 1les inclusions X, sont continues.

b) si f, est une application simpliciale de X, dans Y,, elle
induit, pour tout m, une application simpliciale fgm) de X§m)
dans ng).

Convention : X§°°) =X, f§°°) = £, .

¢c) si XA est de Hausdorff, Xr(xm) a la topologie de sous-espace
~de X

H
de X( m) et du fait que tout rétract d'un Hausdorff X est un

Cele résulte (pour n>m) de ce que s;X 4 est un rétract

16
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sous-espace fermé de X.

4) Le n-simplexe simplicial n,.

= HbmA(m,n) ;

Soit n un entier > o. Pour tout m > o posons N

o0
cela défini un espace simplicial discret n, = | ] n,6» cer
‘ S =0
a tout }J.eHomé(p,q) est associée une application Pn ¢ nq—> np ’

Pn(J) = ﬁu (Ve nq). Notons que n, est de dimension finie n .

Rappelons encore les notions de "somme", "produit” et "pro-

duit fibré" dans Top, :

(X, L--,YL\)n = Xn'LJ o Pxuay SRU My
(XA x YA)n = Xn x'Yn ’ Frxy = M * My
(idem pour des sommes et produits infinis)
(X, x Yh)n, = X XY , Pyruy = pPx X Py o
Zy %y z yA

3. Limites topologiques dans Top,.
| Un espace simplicial peut &tre vu comme un eSpace‘tOpologique
structuré ; on sait donc déja définir un diagramme (X,p,I)

i . dans Top, . Intrédui§ons néanmoins la’notion plus particuliére

de diagramme topologigue simplicial, en exigeant que, dans le

diagramme ci—dessus,,x,soit lui-méme un espace simplicial X,,
et qué les fibres X,(i) soient des sous-espaces simpliciaux
de X, (p‘eSt alors simpliciale). Cela permetira d'assufer
dans presque tous-les cas 1texistence des limites inverse

et directe (celles—-ci sont définies comme avant).

. Remargue.

Un diagramme simplicial (X,,p,,l) détermine une famille
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de diagrammes dans Top 3 (Xn,pn,g) ; les p, sont alors des
I-morphismes entre ces diagrammes. Notons que P, est surjective

lorsque p ll'est.,

Proposition.(existence des limites directe et inverse dans Top,)
Soit (X,yp,,1) un diagramme topologique simplicial,

.a) définissons un espace simplicial L, en posanthn = lim Xn

o

pour tout n>o, et ) lim}.:.x pour p € Hom4 .

L, est une limite directe du diag?amme X, « Notant L, = 1§m X,
on a (Lip %,), = Lim X_ .
T I

b) méme assertion pour la limite inverse, en supposant Opl

localement compact et phvsurjective.

preuve.

'a) cas de la limite directe.‘

Soient ¥, un diagramme simplicial trivial

,\gm

Ceame

e
o
R

et £, 3+ X,—Y, un I-morphisme., Comme L, = X
= lim X,, il existe, pour tout n, une appli-
I

cation continue g, * Lﬁf—*Yn telle que le

¥ 7

*;/

|-

g e Pt
(110}
-3

triangle (1) commute (fn est un I-morphisme). X

, . o
Posons § = LﬁJ en et g, =| ’J gn 3 8, est

-4
—
N
~—

1'unique application continue qui fait com-

muter le triangle (2), et ¢, est un I-morphisme, e, en étant
un pour #out n (la gsimplicialité de €, est automatique).
Reste & voir que g, est simpliciale ; cela découle du dia-

gramme suivénf, ehfiérement commutatif ( PegHomA(m,n) )



L ~ L

n € £ m
. n m ;
\x P x/ﬁ

¥ fn f&>§;

n : FY . m

b) cas de la limite inverse : "idem",

Corollaire. Soit (f,,F) un morphisme de diagrammesde (X,,p,,L)

vers (Y,,p,,d).

a) 1l'application simpliciale g, : lim X,—1lim Y, telle
1 J

que g = 1%& f, est une limite directe de f,, notée l%mifA.

=

b) idem pour la limite inverse, en supposant I=4J, Obl lo-

calement compact, p, et q, surjectives,

Cas particulier de limite inverse : soient X, et Y, deux

espaces simpliciaux non vides., Considérons le diagramme

-1 -1
(X, LJ Y,»: P » 22{091})y p (o) =X,, p (1) = Y,; la proposi-
tion ci-dessus montre que sa limite inverse est le produit

simplicial X, x Y, .

4, Le théoréme.

4.1 Soit G un foncteur covariant de A dans Top. Un point v

de G(n) est dit intérieur s'il n'est pas de la forme v =

= G(8)(u) avec 5€5Hom§ injectif, § # id. On & un lemme

analogue & celui de la page 14 : tout ue G(n) s'éerit de

manidre unique u ] G(8)(v) avec v intérieur et § injectif.
Soit X, un esPace‘simplicial. Sur %;g X, % G(n) on consi-~

dere 1'équivalence ~ engendrée par les relations

(pyg(x), u) ~ (x, G(p)(u)) , p eHomd .
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La classe d'équivalence de (x,u) sera notée |x,u| . On dit

que (x,u) est non dégénéré si x l'est et si u est intérieur.

- ‘
Lemme. Toute classe |x,u| de | | X, x G(n) /~ & un unique
' n=0

représentant (y,v) non dégénéré.

preuve. cf. [2] - (y,v) est obtenu de la maniére suivante : on

a u H G(d)(w) et 6X(x)’ o‘X(y) avec & injectif, o’surject’if,
w intérieur et y non dégénéré ; alors : 4 | |

(x,u) ~ (5(x),w) ~(y,6(0) (W) = (y,7) :
Remarquons que, si (x,u) exn X G(n), albrs (y,v) eX.k x G(k)

pour un k<n .

Corollaire. Quel que soit o<mge, la relation d'équivalence

m
7 m ) . )
"tronquée” .~ sur le sous-espace X x G(n) de
b n
-] n=o0
l ]Xn x G(n) , définie comme ~, coincide avec la relation

n=0
induite par ~ .

4,2 Soit X, un espace simplicial ; associons lui une catégorie

. @ ™
topologique __}g : Obg = l | Xn y HomX = l | X xn ’
n=o =  p,o=0 ° P

s(x,p) = pe(x) , B(xyp) = x, et (xp)(3,Y) = (x,pV) si
_ ! v o
}JX(X) =y (ObX est identifié au sous-espace | ] X x {1dn} de
_ | n=o0
HomX). De méme, si f, : X,— Y, est simpliciale, il lui cor-
respond un foncteur continu f : X—YX donné par _:t_‘(x,}l) =
= (fA(x),P) (g(x) = x si xe‘Ob)__g) .

On défini pareillement, pour tout m>o, la catégorie topolo-

m . m
gique X|, telle que Ob}=(lm = ]n—ol X et HomX|, =pL'n_-JoXn X np.
v , = Jn=

L'application simpliciale f, induit alors un foncteur fin

de ?_ﬂm dans glm’ On convient que X|, =X et f| = f.
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Envxsagvons maintenant, pour tout ogmgeo, 1le foncteur de
__A__l dans Top, envoyant n sur N, et p sur l'application simpli-
ciale p,, )J.A(\/) = )J. ; i1 définit un diagramme simplicial

m

(L n, , élm ) , dont le pull-back par le foncteur continu
n=0 .

g‘m : §|m_>é|m ’ glm(x’}l) =P (.-E..lm(x) =)n!/Si x?Xn), est

fort intéressant ¢

Théordme. Soit X, un espace simplicial. Pour tout og<mgw,

m
x® = = Llim( ObX|, [__J n, )

le ObA[m

on a

preuve. Appelant K, l'espace simplicial de. droite dans 1'éga~-
1ité ci-dessus, on a, quel que soit k>o,
m

K = lﬁ;?)l X, x=n /[~
ol ~ est 1'équivalence engendrée par les relations

(pyg(x)s¥) ~ (x,pV) , peHomp .
On note |x,V| la classe d'un élément (x,V) dans ce quotient.
Remarque : 1es résultats du § 4..’1' g'appliquent ici ( G(n):nk ’

CG(p) =gy )

Soit h, l'application continue canonique de K, dans X,

(m)

h, |x,V| = JX(X)” Elle est bien définie et s:.mpllclale' car,

si peHom) , h |y.x(x),‘/!- = (}u/) (x) = b, lx,)n/l et
P lx, V| = (\/}L) (x) = n, lx,»’p.l = hA).LKIx,\/I I1 stagit de

construire un inverse g, de h, : soit xeX.k ., X peut s'écrire

= V’X(y) s Ou yeXn,bngm, et }J.éHOII%. On pose gA(x)=[y,},L|
‘ce qui a un sens car, si x =P.j'{(y'), ly',}L'i = I%(y'),idf =
= |x,id]| = ‘!y,}xl (voir corollaire p.20 : ~y cofncide avec ~/ ).

h,g, = id : h,g(x) = bly,pl = pu(y) =
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gk, =id :  ghylxnV| = g,(Y(x) = g (()y¥)) = -
= |y,p/| = |2, V] . S

Continuité de g, ¢ pour ks;m ctest évident, puisque gk(x)=
= |x,i4, | . Si k>m, il suffit de montrer, par définition de
1@ topologie de Xém), que g est continue sur chaque sous-

=l i s t
espace de la forme s, "'Silxm (p=k-m, 11<:°'f<:1p)° Clest

P ,
bien le cas, car gk(x) = gk(si cee8y y) = lY’G} eee0y | =
1 1

D
= a4, eee@; Xy O eee0: |

i, ip i) i .
g, est simpliciale : gAJX(x) = g6¢i(FX(y)) = ly,PJI =

= Jk}y,y] = JKgAﬂx) . e _ gee.d,

La version de ce théordme pour les applications simpliciales
-est la suivante : soit f, de X, dans Y, simpliciale. On a un

morphisme de diagramme

o om £]. x id “m
ovx|  x | |n, 2lm :, ovy|, = | In,
'Obélm n=¢ - Obé!m n=o0
ObX il - 0 +
=lm - bglm

Alors, quel que soit ogmge,

En d'autres térmes, fgm)lx,F.fE {fﬂ(x),y{ (" 2 " signifiant

une égalité modulo l!'isomorphisme de la page précédente).



I1I. B-CONSTRUCTION

1. Le foncteur B.

Dans ce qui suit, A® désignera le n-simplexe géométrique,

" o'est-b-dire le sous-espace de lo,l]n+2 formé des u = (uo,
Uggeos ’un+1) tels que o0=u < Uy <...<U < u =1 .
| ]
Si B = 61 "'éi 03 ...03 € HomA(m,n), AP sera l'application
P 1 a = k-1 K
continue AS, ...A8, A vooDd, 1 Am— A", les Ad 1D — A
i i J J i
B P 1 °“1 a
et Ao?L: Ak";]'—» Ak étant définis, pour tout ogicgk, par
Aéi(uo, co e ,uk) = (uo’ oo e ,ui,ui, e0 s ,uk)

Aa‘i(uogoq"o‘{uk_'_z) = (uo,...,ui,ui+2,...,uk+2).
On a ainsi un foncteur covariant de 4 dans. Top .
*- V4 2 *
Elz'.ves Aéi et Aoy seront abrégés 61 et o] *
D'autre part, quand on dira qu'un espace simplicial X, a

une certaine propriété topologique, c'est que chaque Xn 1l'aura.

 Mhéortme. Il existe un foncteur covariant B : Top, — Top ,
unique & isomorphisme naturel prds; satisfaisant les trois
"axiomes" suivants @

An

(13

(B1) Bn, ( Bu, =0p)

(B2) B(X x Y,) ® X x BY, (B(fxg)=fxBg )
z z h h

ou Z est de Hausdorff, et soit X est locaiement compact, soit
Y, est compact de dimension finie (X et Z sont des espaces

simpliciaux constants).

(B3) B(l?[.m X,) = 1§m BX, ( B(1§m £,) E 1li?m Bf, )

o— — — -
=3 4 = —4

ou soit I est de Hausdorff, soit le diagramme (X,,1) est pull-

23



back d'un diagremme (Y,,J) avec J de Hausdorff et Y, compact

de dimension finie.

Précisions sur le sens des axiomes.,

a) Le symbole " & " désigne un isomorphisme naturel de fonc-

teurs ; on pourrait formuler les trois axiomes de la manidre

suivante :

(B1) Be G = G'
(B2) 2 BeH= H'e(id x id x B)
(B3)  Bolim £ lim B

G, G', H, H' étant les foncteurs définis par

il
-

- G é-—>T0pA ;5 G(n) % n, G(y)
G': A—Top ; G(n) = AR, G(y)

i
>
=

Z h
o' (X,z,Y) =XxY , H(f,hg) =fxg
Z ' h

(les domaines de définition de H, H' et lim dépendent des

hypothéses accompagnant chaque axiome).

b) Pour que l'axiome (B2) ait un sens, il faut que, étant
donnée une application simpliciale q, : Y,— 2 , l'dn puisse
Jui fairé'correSpondre canoniqueﬁent une application continue
BY,—2% .8i32= Ao, ce n'est pas un grand probléme ; si de

plus Y, = o, , (Bl) et (B2) domment B(Xx o) =X x &

done BX ¥ X pour tout espace simplicial constant X (de méme
Bf ¥ £ pour toute application continue f). Ainsi q, induit
Bq, ¢+ BY,~—Z = BZ , ce qui donne un sens 2 (B2) dans tous

les cas.,

24
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¢) Pour que (B3) aif un sens, il faut montrer que si (X,,p,,I)
est un diagramme avec I de Hausdorff, oﬁ si c'est un pull-back
de (Yn’qn’i)’ avec J de H‘ausdorff,etYA compact de dimension
finie, alors Bp, : BX,—BObL 2 Obg est. encore un diagramme.
Dans le premier cas (; de Hausdorff), X,(i) étant le produit

f£ibré [i}<> ObL« X, , on a, par (B2) - {i]} localement compact -

gue BXA(i) est le produit fibré {i}C—»Ob£+——BXA y C'est-h-dire

1H]

que Bpr(i) = BX,(i), ou (BX,)(i) ¥ BX,(i) . On obtient alors
un diagfamme (BXA,BpA,g)‘en prenant pour liens les B;Q:? 3%
étant uﬁ’lien du diagramme initial.,
Remarque : on a prouvé - au passage que

B commute avec la somme LJ
(car une somme d'espaces simpliciaux est un diagramme sur une
catégorie discrdte).

Dans le second cas, on sailt, parr(BZ),que BX, = Ob; x BY,;
de plus Bp, est la projection sur 1e’facteur O0bl (prengggldans
(BZ)A f:id; 72=0° et q,t Y,—0, ). Ainsi‘(BXh,BpA,;) est bien
un diagramme C'est\ﬁn pull-back de (BYA,BqA,g);‘celui-ci
étant un diagramme en vertu du premier cas. |

et

Commentaire. Le théordéme ci-dessus, dont la preuve est 1l'objet

des deux paragraphes suivants, permet de définir (4 isomorphis-
me naturel prés) la "B—construcfion" en donnant sa valeur sur
les n-simplexes simpliciaux et en lui imposant certaines
propriétés de commutation avec le produit fibré et la limite

directe topologique.



2. Unicité du foncteur B.

Soit X, un espace simplicial et m un entier > o.
Appllquant le théordme de la page 21 ainsi que les trois axiomes

(1'espace simplicial { InA est compact de dimension finie), on

n=0
obtient successivement
(m) £ B lig( ObX|, X L_J n, ) = lim B(ObE| X L_J n,)
X|p Oba|  n= I, oA |

m

%1m(0bX| x B L_J n,) £ Lim(ObX| L1 4" . Done :

£ : Obélm n=o P ObA’m n=o

(m) " n
BX, ' 2| _|X x A/~ (*)
n=0

ol ~s est 1'équivalence engendrée par les relations
(}lx(x)yu)’v(xyA}l(u)) ’ ).AeHom_é'.
De méme, si f, est une application simpliciale de X, dans Y,,

pe{®™) = p llm(f}m x id,) = lim B(£|, *x id,)
flm flm

'est—a—dire, notant |x,u| la classe de (x,u) dans le quotient
I IX XA /N,

Bf(m)fx,ul g |£,(x)u| ()

(gl Xid)- y -

oom
qu;

Im

Soit malntenant ( | lx(m),:m ) le diagramme cenonique dont
m=0

les liens sont les inclusions continues iA : x(P)uq.x(Q)

[« ]
p<q . On a évidemment X, = lim | | x(m) | peutilisant (B3)

N =0
- et (B2) -~ on trouve BX, = 11m] [ Bx(m) , cé qul donne
. IN m=0

explicitement BX, si 1l'on sait calculer les 11ﬂns Bi, du

aiagramme ( || 3x{™, N ) ; 1a relation (**) et le fait que
m=0 : ' ‘

(Xgp))(q) = Xﬁp) pour pgq impliquent Bi, 'X,ul = lx;ul

Ainsi BX, est bien déterminé par les trois axiomes



d'apres (*), et en se rappelant du corollaire page 20, on a
: _ ® - n '
BX, = | lxn: X AN [~
n=0 .
ot ~ est 1l'équivalence engendrée par les relations

(pg(x)yu) ~ (x,8p(u)) , peHomd .

n

Trouvons encore l'expression de Bf, : Bf, =B liml I fgm)
m=0

= lim éfﬁm) . D'ol, par (**),

BfA[x,u[ = ’fA(x),ul .

Remargue. Si, dans 1'énoncé du théoréme, on remplace "de Haus-

dorff" par "discret" (ou "discrdte"), on a encore l'unicité,

3. Bxistence du foncteur B.

Posons, pour tout espace simplicial X, et toute application

simpliciale f,

BX, = LjJ X, x a2 BfAlx,uI = Ifn(x),u‘
n=o v :

(notations du paragraphe précédent), et montrons qu'on définit
ainsi un foncteur covariant B : Top,— Top satisfaisant

(B1), (B2) et (B3) .
a) PFonctorialité : clair.

b) Bn, T AR,
, - .

Soit f 1l'application canonique de Bn, =i I n x A /~ dans

. k:o
AP envoyant lﬁ,u[ sur Ap(u) . Elle est bien définie, car
f,Jn(P),ul = A(v%)(u) = fIF,AJ(u)I,, et évidemment continue.
Elle est bijective : on obtient un inverse g en posant g(u) =
@ .
Iidn,u‘ . I1 suffit maintenant de montrer que l Ink X Ak [~
k=o

est compact pour que f soit un homéomorphisme ; c'est le corol-

laire du lemme suivant, qu'on réutilisera d'ailleurs plus tard.
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Lemme. Soit X, un espace simplicial. Pour tout m>o0, on a

m
m; o n
BX§ ) & | [Xn x A /A
. n=o0o

reuve, Construisons un inverse g pour l'application continue
preuve PP _

canonique f L__]X x 0 fro ——— L_J X x A" /~ . Tout
xeX( m) peut s' ecrlre X = }.z,x(y) ol yeXk, k<m, et ),leHomé .
On pose g[x,ul = [y,AP(u)l , ce qui a un sens puisque |
g[Vy(x),u| = gl (p) o (y),ul = ly,A(pV)(u)l = g|x,0V(u)| , et,
si x = pi(y), (y',AP'(u)) A/(x,u)¢~f(y,AP(u)) (on se sert ici
du gorollaire p.20). On voit que fg = id et gf = id . la

continuité de g se démontre comme au théordtme de la page 21.

Corollaire,

Si X, est compact de dimension finie, alors BX, est compact.

. m . ’
preuve., BX, = ] an X An /~ pour un entier m ; c'est donec
n=o0
"le quotient d'un compact. Reste & voir que ce quotient est

de Hausdorff Pour cela, 11 suffit de montrer que le saturé

par ~ 4! un compact de ] |Xn x A" est encore compact (cf. [4]).

n=o0
Soit K un compact contenu dans X x A% . Posons
- n+l
A, = (di x o;) (K) N (s X x4 )
- n
B; = (4; x 6. )" (k) n (xn+1_x diA )
_ n
C; =4, x o; (Kn(s;X 1 x4 ))
= n-1
D, = d; X éi (Kn (X, x 8,4777))
n n+l n-1 n
et A=UA, , B=UB, , C=UC, , D=UD; » On constate
1 1 . 1
i=o i=o i=o i=o

que A U B (resp. C U D) est 1'ensemble des points de X_, x o™

b3

(resp. Xn—l x A +l) élémentairement equlvalents a4 des p01nts
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de K (les équivalences de la fofme .(si(x),u)ﬁJ(x,ci(u)) et
(x,é.(u))ﬂv(d.(x),u) sont dites "élémentaires"). Dés lors
la ooncluslon s'impose, si 1l'on remarque que deux points de
L_J X X A sont équivalents ssi ils sont reliés par une suite
fzgle d'equlvalences elémentalres, et que ces suites sont ici

en nombre fini,

Modulo 1'homéomorphisme Bn, = A" on a, pbur uesAn,

By, (u) = By, |id ,ul = |p,ul= Ap(u)

d) B(XxY,) =XxBY, , ob Zest de Hausdorff, et soit X
Z Z

est localement compact, soit Y, est compact de dimension finie.

Montrons tout d'abord que, dans ces éonditions, la bijeétion
continue canonique de B(X x Y,) = (X X‘L_J Y x A% ) / id x ~
dans X x BY =X x ( L_J Y o x A" /) est un homéomorphisme.
Si X est localement cgggact, cela résulte de ce que le produit
d'une idéntification'par 1'identité d'un e5paceylécalement
est encore une identification. Lorsque Y, est compact de di-
mension finie, 1'inverse de cette bijection est induit par
1l'application continue canonique X X LfJ Y x An-——»B(X X YA)
A{ef. 1emme:p.28) ; i1 est donc contlnu?—gar, LfJ Y x A* et

n=o
BX étant compacts, 1'app11cat10n quotlent dg L_J Yn x AP
sur BX, est propre (c'est-a-dire que son produ;i ;ar toute
identité est une application fermée. cf.{4]).:

Passons & la commutation avec le produit fibré. Elle va

découler des lemmes suivants :



Lemme 1. Si K, est un sous-espace simplicial ouvert ou fermé

A
de X,, et si son complémentaire dans X, est encore un sous-
espace simplicial, alors l'injection continue canonique

BK,— BX, est un plongement.

reuve. Montrons d'abord que si une partie A de ’ l‘Kn x AY
pr=Uve . s

est saturée pour la relation ~g elle 1'est encore dans

Q0 PO
L |x x A" pour oy e Soient (x,u)EI 1 X x A" et (y,v)
n=o = n=o = |
1'unique point non dégénéré équivalent & (x,u) pour ~yg e
'Si x est dans K,, on voit faecilement que y l'est aussi ; idem
si x est dans le complément de K,, puisque c'est aussi un

sous—espace simplicial., Cela suffit & prouver que A est saturée

pour ~y . Si maintenant A est un ouvert (resp. fermé) de

oo
l [Kﬁ x A%, et si K, est supposé ouvert (resp. fermé) dans
- X,y alors A est ouvert’(reSp. fermé) dans| [ Xn x A , puisque
o n=o0
t [Kh x A® 1'est. Ainsi les ouverts (resp. fermés) saturés
n=o0 v

dge || K, x A" sont des ouverts (resp. fermés) saturés de
n=o '

L_J Xn x A° ; donc BK,~BX, est un plongement.

Leﬁme 2. Soient f,, g, ¢ X,—7Y, deux applicafions simplici-
ales, X, et Y, étant quelconques, et K, 1l'égalisateur de -
(f,98,), c'est-a-dire le sous-espace simplicial de X, formé
des x tels que f,(x) = g,(x) . |

Alors, si l'injection canonique BK,~— BX, est un plonge-

ment, BK, s'identifie & 1'égalisateur de (Bf,,Bg,).

'Ereuve. Appelons E 1l'égalisateur de (BfA,BgA). Soit lx,ulEIEKA;

BfAix,u! = !fd(x),u] = !gA(x),ul = thlx,ul , donc BKCE (modulo
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‘le plongement canonique). Inverseménent, soit ]x,u{fEE,
u étant éﬁpposé intérieur - ce qui n'est pas une restriction,
ffA(x),ul = !gb(x),u] implique qu'il existe o, T € Homd sur-
jecfives et y eY, non dégénéré tels que f,(x) = oy(y) ,
g,(x) = Ty(y) et Ao(uw) = At(u) . Il est facile de voir que,
si Ao’ et AT cofncident sur un point intérieur, alors o =T .

Ainsibfﬁ(x) = g,(x), d'ol ECBK, .

Achevons maintenant la preuve du point d). X x Y, est un

égalisateur : X x Y, © X x Y, ——3% 7 ; il est done fermé
dans X x Y, , puizque 7 est supposé de Hausdorff. De plus, le
complément de X x Y, dans X x Y, est un sous—espace simpliciai
de X x Y, (vérif?cation facile). Le lemme 1 est alors applica-
ble : 1l'injection canonique B(X x Y,)<—B(X x ¥,) est un
plongement. A son tour le lemme zzdit que B(X x Y,) s'identi-
fie & 1'égalisateur de B(X x ¥,) —r BZ , donz'ici 3 celui
de X xBY,—3Z, qui est X ; Y, s C'est le résultat attendu.
e) B(f xg,) =f xBg, -

h h

e 3 6) [myrl = 2,8, 2 (2, 5, u]) -

=f x BgA(XiIY9u|) =fx BgAlst9ul .
h h

f) B(lim X,) ¥ lim BX, si I est de Hausdorff, ou si (X,,I)
T T = -

est pull-back d'un diagramme (Yari) avec J de Hausdorff et

Y, compact de dimension finie.

A

Rappelons tout d'abord que les hypothéses ci-dessus donnent

un sens a l'expression 1lim BX, : elles assurent que, si
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« ¢ Hom (i,3), 1'application B%, : BX,(1) —BX,(j) est
contin;.e pour les tOpologies de sous-espace de BX, (cf. p_.25);
en fait 1l'assertion f) est vraie dés que cette condition est
réalisée (c'est par vexen;plev le cas lorsque les points de Obl

sont fermés, en vertu du lemme 1 p.30).

Preuve de f) : soient €, ¢ XA-—>lim X, et .€ : BXA——rlim BX,
1és .]_E,—morphismes ca.nOniques. On contemple le diagramme

13

~ 1lim BX

= A

f

@ , : Y v
|| (= x,), x A" ——— B(lin X,)
n=0 g : I ’ '

oh w, £ et g sont construites de la maniére suivante :

— g est 1l'unique Va.pplication continue telle que g& = Bg, .

g éxiste : soit en effet o(eHomI(i,j) et Ix,u‘ € BAXA(ik). alors
BEA(BB?A!x,ul) = Behiz'(;(x),u] = [ZA'&'A(x),uI = IéA(x),ui =

= BEA‘lX:‘?‘ , i.e. B¢, est un I-morphisme, d'ol g.

— w est deﬁnée par ses restrictions w aux sous-—espaces

(lim XA)n":{ A%y Wy, ‘est 1l'unique appli'cation continue

qui fait commuter le triangle

el B
X x ot wy,

Enxid

Existence de w soient o(eHomI(i,j) et (x,u) eXn(i) X An_;

. n
(1im Xn) x A .

1%, (x),u]| = e(8%|x,ul) = g|x,ul , donec €| , | est un
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. . . n . .. n .
I-morphisme. De plus (lim Xn) X A= 1:Lm(Xn x A7) puisque

A" est compact ; d'ol wri .

— f est obtenue par passage au guotient de w : fly,u§= w(y,u).

Cela a bien un sens, car a (_'.l_._:;.g }LX)(y),v) = w(y,A}L(ir)) pour

}LeHomé(m,n), yelim X et vea® ; soit en effet xeX tel

que y = €,(x) . Alors w((lim p)(y),v) = w(€ p.(x),v)

= €]y, v] = ElmBp(w)| = w(,(x),8p(v)) =cwly,Bp(v)).

f et g sont continues et vérifient fg = id, gf = id .

g) B(lim f,) = lim Bf, .
F F

- —

Avec les notations ci-dessus, B(lim :E‘A')(BgA Ix,u[) =
: 13

!EAfA(x),u[ = Bg, lfn(x),ul g elfA(x),uI =€BfA|x,ul =

lim Bf, (&|x,ul) = ;%g,BfA (Beg, |xpul) o

1l

On & ainsi achevé la preuve de l'existence du foncteur B .

Remargue.

Si Ens, désigne la catégorie des ensembles simpliciaux (espa-—
ces simpliciaux discrets), et si 1'on reprend la notion clas-

sique de limite directe, avec la notation habituelle, on a le

Théorédme. Il existe un foncteur covariant B : Ensﬁ—-> Top ,

b3

unigque 4 isomorphisme naturel prés, satisfaisant

(1) Bn, = A" - ( B, & Ap )
(2) B lim X,(i) = 1im BX, (i) (B Lim £,(i) ¥ lin BF, (i) ) .
1 1 1 i

La preuve.est beaucoup plus simple que dans le cas topologique:



il suffit de remarquer cue le théoréme de la page 21 s'écrit

ied X, = lim n(x),
x

la catégorie (discré’ce) d'indices étant X , et n(x)=m si xeXm.

4. Cormxmztation de B avec le produit.v

Proposition. Soient X, et Y, deux espaces simpliciaux, l'un

.au moins étant compact de dimension finie ;
1'application canonique

B(X, x ¥,) — BX, x BY,

est un homéomorphisme.

. < o P n . aAm
preuve. Soient u et v des points intérieurs de £ et A" 5 on

’ 7 1é1é = = ‘ = p
note uUy 1'élément w = (Wo OsWyseeesWo W 3 1) de A* tel que

{ngooo,WP} = {ul’°"’un} U {Vl,...,vm} . Au couple (u’V) est
alors associé un couple (0,T) d'applications surjectives de

Homt___} 2ol i,<...<ip
Wi+1¢{uo,...,un+l} y On pose O = 0}_1..;.011{ ; idem pour T,
étant cette fois 1l'ensemble des i vérifiant

est l'ensemble des i tels que

11< ..f<1k

W, 1 F1Voreeer Vil . On a

Ao(w) =u et Az(w) =v

ce qui fait dire que o (resp. t) efface v (resp. u) dans w.

Soient maintenant f : B(X, x Y,) — BX, x BY, 1l'application
continue canonique envoyant |x,y,w| sur (|x,w|, ly,w|) , et
[e -]
g: || x x¥ x A" x A" — B(X, xY¥,) définie de
n,m=o0

- . : ® n - :

la maniére suivante : pour tout u,v e | ] A~ , appelons
Ry : ' .
611 et <Sv les morphismes injectifs de A tels que u = Aéu(u)

! ° \ o o . ’ . -
et v = Aév(v) , 1 et v intérieurs. Notant du = (611)}( ’
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= (tSV)Y et w=uU Vv, on pose
g(x,yyu,v) = ’O'Xdu(x)r Tde(Y)r Wl

ot o (resp.T) est l'application effagant Vv (resp.u) dans w

Nous allons montrer gue g induit un inverse continu g de f .

On aéfini g : BX, x BY,— B(X, x ¥,) par g(|x,ul,|y,v])

= g(x,¥,u,v) . Pour voir que cela a un sens, il suffit de

prouver que, si x = ]AX(x') et u' = A}L(u), 1'on a g ]x,ul, Iy,vt )=

= g( ]x' ,u'] ,|y,v|) poﬁr p = 61, oy Sip = éi’ alors u'= u-
et 5u,= 5iéu ;‘ si P = o'i s alors soit ﬁ':vfz et 5u,= G‘iéu ’
soit ﬁ':o%(ﬁ) et 6u‘°-‘j = c‘iéu pour un certain j ; dans ce
 dernier cas, ou bien w'=w, alors T=T' et o' = 050, ou bien
w'= ¢k(w) pour un certain k , alois o"o‘k = c*jo‘ et T= t'o‘k .
Tout cela implique tai,d (x),* d (y) wl-fﬁ’d (x'), ‘t'd (y) w'l ;

g est donc bien définie,

fg = id fg( |x,ul, ly,v]) = f&(x,¥,u,v) = flo‘d (x),T dv(Y) oWl

= (logd, (x),wl, [y (3),w]) = (la, (x),a,la, (y),v;) =

= (lx,u|,|y,vl)

gf =id : ef|xyul = ellxul,lyul) = &xy,u,u) ; sans
limiter la généralité, on peut supposer u intérieur, d'ol
z2(x,y,u,u) = |x,y,ul .

Continuité de g : montrons tout d'abord celle de g . Soient

a=(x,y,u,v)ex x ¥ xAnxAm y b=(crd (x),'CYd (y),w)
€ prY xAp et WC[ | X x Y xA un voisinage

n=0
ouvert de b saturé pour la relation d'équivalence ~ telle que

B(XAxYA)=| [anYnxAn/~ e
n=o

Notation : pour tout neAlc [o,l]n+2 et tout £ >0, on désigne
’ n+l
par I.(u) 1le voisinage fondamental ouvert AR nx (ui-e,u +£)
=0

de u .,
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Exhibons un voisinage de a s'envoyant dans W par é,” de la

forme U x V x I (u) x I (v) . Soient successivement

- 0 = % inf{|wi-wjl: osi,j<p+l; i # j} (fest >0 car w

=u U ¥ est intérieur);

- u'eIg(u) , v'e Ig(v) 5 w' = 2t Uvte A2, o ‘effacant v'
dans w' et T' effagant u';

- il<"'<‘ik lt'ensemble des i tels que Ni> o, ou Ni-!-l =
= Card((wi-ﬁ,wi-;-ﬁ)n{wc'),...,w('Hl}) , ogi‘\gp+1 (cet ensemble
dépend de u' et v') ;

- 5€H0mA(p,q) défini par 6 = 6....9,

11 l\]-_é 0.6i 6-..-6.K 9

*2
le facteur 51 se répétant Ny fois.

Alors :” _Zé(w) est dans I (w') dés que (ut,v?) e I.(u).x I (v) .
De plus A(S,,0'8)(w) = A8, 0)(w) et A(S,;7'6)(w) = A(S T)(w).
Clest en effet évident lorsque we Ao ou Al,k et on se raméne

3 ces deﬁx cas en envisageant-les intervalles (wi—e,wi-x-a).

Donc, comme w est intérieur,

6,10"6 = & 0 et 0, T = 4 T. (%)

L

Quand (u',v') varie dans I,(u) x Iz(w), les 5-uplets cor—

respondents (d , , 4, 5 o', T , é) sont en nombre fini

i i i i i .
(du. ) d.v' ’ ot ’ ! ’ é ) ? 1= 1,2,...,N ‘»

Posons b, = (o‘}'cldi,(x) ’ t&ldif(y) ’ AS*(w)) . Les relations

(*) impliquent que b~ b, , done b e W , pour tout 1<igN.
I1 existe alors, puisque W est ouvert, des voisinages ouverts

i i i o o_ild . . . -
W) et W, de o% du,(x) et Ty dv,(y) respectivement, ainsi que

des £,>0,%els que Wi x Wi x I, (A6T(w)) C W , i=1,...,N
, . &4 :
. . . . N
TR -
soient UY = (ottal )yl , v el ey ,u=ndt,
X "u 1 Y v 2 i=1
N =

V = '91 xﬂl ’ -e'b £ = min{il,c..,sN,@} (€ est > o) .
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ifet v sont des voisinages de x et y respectivement, donec

U
gussi Uet V ,
Fiﬁalement, on observe que
g(UxVx IE(u)'x Ie(v)) cCw ,
d'ol la continuité de é‘;
Supposons maintenant IA compact de dimension finie m . BY,
est alors un quotient compact de LTJ Yn x AP (voir p.4T).

n=o
Considérons le diagramme commutatif suivant :

[~ - N m -
(L) = 6% x (L], = 0™ —22%6— 5z, = v,)

W o
( ij X, X A x BY,

n=0¢ g

, id
of l
BX x BY

i A

id x EY et EX x id sont des identifications, car £Y est
propre et BY, compact. Donc g est continue, et la proposition

est démontrie.

Corollaire 1. Si X, et Y, sont des k—espaces simpliciaux (non

nécessairement de Hausdorff), l'application continue canonigque

B(X, x ¥,) — BX, x BY,

est un k-homéomorphisme,

@ ' w©
preuve. [ J Xp X An ’ t l Y, x A? gont des k-espaces, ainsi
n=o0 . n=0

que BX, et BY, (cf. rappel p.8). Le k-produit de deux identi-
fications de k~espaces en étant une, 1'application g de la

proposition est continue.
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Corollaire 2. Soient XA; Y, deux espaces simpliciaux, 1'un

au moins étant compact de dimension finie,‘et Z un espace
simplicial constant de Hausdorfo Alors :
B(X, xY,) = BXA'x BY, .
A Z
preuve., Comme dansyle cas»o‘h‘XA eét constant, page 29 .
(cette preuve ne marche pas si Z = Z, est un espace simplicial

quelconque : le complément de X, x Y, dans X, x Y, n'est plus
‘ h A
A

forcément un sous-espace simplicial de X, x Y,).

Remargue. La restriction du foncteur B aux ensembles simpli-
ciaux commute avec toute limite inverse finie, "& k-topologie

prés". Cfo [2] .



[4]
(5]
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