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§ 10. RADIANS

Définition

La mesure d’un angle en radians est la longueur de 1’arc qu’il intercepte sur un cercle de
rayon 1 centré au sommet de 1’angle.

longueur de I’arc AB

~
Il

mesure de I’angle AOB en radians

Formules de conversion

Soit d la mesure de I’angle AOB en degrés. Le périmetre du cercle de rayon 1 valant 27, ona:

L_4 L_d _ L_=m
2w 360 7 180 d 180
Ainsi :
mesure en radians 7
mesure en degrés 180

Angles particuliers

degrés ‘180 90 60 45 30 ~57

(SIS
Wiy
I8
Iy

radians ‘ T



§ 11. LE CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Dans un repere orthonormé Oxy, on considere le cercle I' de centre O et de rayon 1. A tout angle
orienté a , on associe le point M de I' défini par :
M = image de A(l; O) par la rotation d’angle o autour de O.

Soit encore T le point d’intersection de la droite OM avec la verticale passant par A, et C le point
d’intersection de la droite OM avec 1’horizontale passant par B (O ; 1) . On définit alors le cosinus,
le sinus, la tangente et la cotangente de I’angle orienté o comme suit :

cos @ = abscissede M
sin @ = ordonnée de M
o tan @ = ordonnéede T +
cot @« = abscissede C
y 4 sin 4 tan
C(cota;l) BO: 1) cot
—C\ O &
N
N
N

A(1;0) X

CosS

T(1;tan)

Le cercle I', muni des axes sin, cos, tan et cot, est appelé cercle trigonométrique.



§ 12. RELATIONS TRIGONOMETRIQUES FONDAMENTALES

Théoréme

Les fonctions trigonométriques satisfont, partout ou elles sont définies, les relations suivantes :

(1) sin’x+cos’x=1
sin x cos x
(2) tanx= (3) cotx=—
CoS X sinx
1 2 2
4) s— =1+ tan"x (5) —5— =1+cot"x
COs” x sin” x
Preuve
Relativement a la  base  orthonormée C J
((7 , oJ ) , et par définition des fonctions S~
\\\M
trigonométriques, on a : (cf. figure)
—— [cosx| — 1 — |[cotx
sinx]’  |tanx 1

Il en résulte ce qui suit :

1. HO—MH2 = cos’x + sin’x ; or HO—MH= 1 ; d’oularelation (1).

2. Les vecteurs OM et OT sont colinéaires ;

= cosx tanx = sinx (produits croisés égaux); = (2).

3. Comme ci-dessus, mais a partir des vecteurs OM et oC .

4. Divisant la relation (1) par cos” x , on obtient :

sin® x 1 ) 1
S+ 1 = S = tan“x + 1 = -
COS~ X COS™ X COS” X

5. Comme ci-dessus, mais en divisant (1) par sin® x .



§ 13. FORMULES DE REDUCTION

sin(or+27) = sinor Les fonctions sin et cos sont
Ccos (05 + 275) =cosa 2m-périodiques

tan((x +7)=tancr Les fonctions tan et cot sont

cot((x + n) =coto m-périodiques

sin(—a)=—sina

COS(—OC) =Ccosx

tan(—oc) =—tano

cot(—ar)=—cot

dhnydh

sin(n—a)zsinoc

COS(ﬂ?—OC)Z—COSOC Ta o

tan(n—a):—tana \/
cot(m—ar)=—cota

sin(ﬂ+a) =—sinQ

cos(ir+oc)=—cosoc / o

tan(n+0¢)=tanoc /
cot(m+a) = cotar e

sin(%+a):cosoc /2+a

cos(%+o¢) =—sino




§ 14. FORMULES D’ADDITION

Théoreme
(A) sin(a+ B)=sina cos B+ cosa sin 3
(B) cos(a+ f)=cosa cos B —sina sin B
©  tan(a+ B)= tano + tanf
1 — tano tanf
Démonstration

Soit M le point du cercle trigonométrique associé a
I’angle a+f, et (0, I, J’) le repere obtenu par

rotation d’angle @ autour de O du repere (O, I, J )
. On a, par définition des fonctions trigonométriques :

ey
2)
3)
“4)

O—M=cos(a+/3)-a + sin(a+/3)-w
OM = cos/o’-O—I’ + sin/a’-w’
O’ = cosa -OI + sina-0J

or

cos(a+%)-@ + sin(a+%)-w

—sina-OI + cosa -0J

M

On remplace alors dans (2) Or et OJ° par leurs expressions (3) et (4) :

OM =

cos/3~(cosa-a + sina'm) + sin/a’-(—sina-a + cosa-FJ)

= (cosa cos B —sina sin[o’) -0l + (sina cos 3 + cosa sin/a’) -0J

D’ou les formules (A) et (B), en comparant avec (1).

La formule (C) s’établit comme suit :

tan(a + ) =

sina cosf  cosa sinf
sinat cos B+ cosa sinff  COS¢ cosff cosa cosf3 tano + tanf
cosa cos 3 —sina sin 3 cosa cosf3  sina sinf 1 - tana tanf
cosa cosf3 cosa cosfB



§ 15. GRAPHES DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

¢ Fonction sinx

270

60

18

90

¢ Fonction cosx

360

180

70

¢ Fonctions tanx et cotx

8
4

4
-8

8
4

4
-8

cot x

tan x



r=cos(9,5¢t)+ 10



§ 21. LIMITE EN 0 DE s”;"

Théoréme

. sinx
lim =
x—0 Xx

(ou sinx désigne le sinus d’un angle dont x est la mesure en radians)

Preuve

Soit xG]O;%[. On peut écrire, en

JO: 1) considérant les triangles OAM, OIT et le

M . . D sz
\ secteur circulaire S déterminé par les

points O, I et M :

tanx

Aire(OAM) < Aire(S) < Aire(OIT) ;

=

sinx

=
e

o P 10 _ sinx-cosx < X < 1-tanx

= SinXx-'CosSXx < X <tanx.

En divisant par sinx, on trouve :

X 1
cosx < — < .
sinx COSX

Or cosx et tendent tous deux vers 1 lorsque x approche 0. Ainsi, le voleur —— est coincé

COS X Smx

entre les deux gendarmes cosx et ; 1l tend donc également vers 1. On en déduit que

cos X
. X —-X X N X
lim —— = 1. De plus, comme - =——,onaaussi lim — =1.
x>0 Sinx sin(—x) sinx x>0 Sinx
x>0 x<0
< o . X . sinx
D’ou finalement: Iim — =1 < lm — =1.

x—0 Sinx x—>0 X



§ 22. DERIVEE DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Théoréme

Les fonctions sinx, cosx, tanx et cotx sont dérivables sur leurs ensembles de définition, et
I'ona:

(sinx) =cosx (cosx) = —sinx
(tanx) = 12 =1+ tan’x (cotx) = _21 = —(1 + cotzx)
cos” x sin’x

Comme toujours en analyse, sinx désigne le sinus d’un angle dont x est la mesure en radians.
Méme remarque pour cosx, tanx et cotx.

Preuve

Nous allons utiliser I’'identité sina —sinf8 = 2 sin[a ; /3] cos[ﬂ] .

2
Calculons :
. . 2 . h . 2x+h
AT . sin(x+h)-sinx ) SN+ COS——
(Sll’l X) = lim = lim
h—0 h =0 h
sin”.
. 2 2x+h . 2x+h
= lim ——-cos = lim cos = cosx,
h—0 h h—0 2
2
. h
sin=
. . 2
puisque lim ——— =1.
h—0 h
2

On procede de méme pour calculer la dérivée de la fonction cosx . Pour tanx :

cos? x cos? x cos? x

. s . , . R 2 .2
(tanx) = [SBX| _ (sinx)'cosx —sinx (cosx)’  cos”x +sin” x 1
Cos X

Idem pour la dérivée de la cotangente.



§ 23. DERIVEE D’UNE FONCTION COMPOSEE

Théoréme

On considere deux fonctions f: A—R et g: B— A, A et B désignant des intervalles
ouverts de R . On suppose f dérivable sur A et g dérivable sur B.

Alors, la fonction composée f ( g(x) ) est dérivable sur B, et sa dérivée est égale a

fgx)) g x)

Remarque : Dans ce contexte, le facteur g’(x) est souvent appelé dérivée intérieure.

Exemples

(x5 )’ =5x" implique

-3

implique

sin x) = COSX implique sin(g) ) = cos(g) g

9

[e = base du logarithme naturel ]

implique In(g) ) = g’ [In =logarithme naturel ]

(
(Y Ve
( (

. (e ) implique (¢ )—eg g
( (
(3] (Ve

implique

, 1
implique tan = - g’
cos® x PHd ( (g)) cosz(g) §

n_o>n

N.B. Pour alléger I’écriture, on anoté "g" au lieude "g(x)" et "g’" au lieude "g’(x)".



§ 24. PERIODICITE

Définition

Soit f une fonction et D son ensemble de définition. f est dite périodique s’il existe p >0 tel
que,pourtout x&€D, x+pe D et

fx+p)=fx)
Le nombre p est, par définition, une période de f .

La plus petite période de f — si elle existe — s’appelle la période de f .

Exemples

Les fonctions sin(x) , cos(x), tan(x) et cot(x) sont périodiques.
La période de sin(x) et celle de cos(x) est 27 .

La période de tan(x) et celle de cot(x) est .

Théorémes

Soit k€ N". Si p est une période de f, kp en est également une.

Si p estla période de f, toute période de f est dutype kp, avec k€ N,

Il en résulte que si g est une période de f, alors p € { q:3q:1q; 1q; }

Soit a€ R" et BER.

Si p estune période de f, alors A est une période de g(x)= f(ax+ ).

||

Si p estla période de f, alors A est la période de g(x)= f(ax+pf).

||




§ 25. PARITE D’'UNE FONCTION

Définition

* Une fonction réelle f définie sur D est dite paire si son graphe est symétrique relativement a

I’axe Oy, autrement dit si, pouttout x&E D, —x&€ D et
f(=x) = f(x)

*  Une fonction réelle f définie sur D est dite impaire si son graphe est symétrique relativement

a ’origine O, autrement dit si, pout tout x& D, —x € D et

f(=x) = - f(x)

Exemples

Les fonctions x?, cos(x) et vx* = x* sont paires.

Les fonctions x° , sin(x) et

5 sont impaires.
xT+

N.B. Ily abeaucoup de fonctions qui ne sont ni paires ni impaires...



§ 26. VARIATIONS SUR LE GRAPHE D’UNE FONCTION

Soit f une fonction réelle.

1. Graphe de la fonction | x— f(x)+k y

Le graphe de x> f(x)+k s’obtient a

f(x)+5
partir de celui de f au moyen d’une i/
translation de direction Oy, vers le haut si
k>0,verslebassi k<O0. f{;)
v
X
N '\S/lm”r

Ik

2. Graphe de la fonction | x — k- f(x) y

Il s’obtient a partir du graphe de f au 3f(x)
moyen d’une affinité de direction Oy,

d’axe Ox et de rapport k. L’affinité dilate
verticalement  si |k| >1 et contracte

verticalement si |k| <1; c’est une symétrie

%)

d’axe Ox st k=-1. \/
P
\/Tfm
- X
& £

- {fx)

-3 {(x)




3. Graphe de la fonction | x — f(x+ k)

C’est le transformé du graphe de f par une translation de direction Ox, vers la gauche si

k>0, versladroite si k<O.

W)Y g {x=¢)

N

4. Graphe de la fonction | x — f(k-x)

On I’obtient en appliquant au graphe de f une affinité de direction Ox , d’axe Oy et de rapport
1/k .11y a dilatation horizontale si | k| < 1, contraction horizontale si | k| >1.

Si k=-1,1’affinité est une symétrie d’axe Oy.

f(x)

2x) 1(7%)
£(-x) (—zx) 1-1~)




Exercices

10. Déterminer graphiquement sina et cosa pour les valeurs suivantes de ¢ : (contrdler avec la
calculatrice)

1) 30° 4) -60° 7) 90° 10) 0°

2) -45° 5) 270° 8) -180° 11) 360°

3) 150° 6) —-210° 9) 135° 12) 300°
1 sin

11. Trouver tous les angles compris entre 0° et 360° dont :
a) lesinuségale 0,25; —0,25; 1 b) lesinuségale —1; -05; 0
¢) le cosinus égale 0,5; -03; 0 d) lecosinuségale 1; —0,5; 1,5

Rép. a) 145°; 165,5° / 194,5°; 345,5° / 90° b) 270° / 210°; 330° / 0°; 180°; 360°
c) 60°; 300° / 107,5°; 252,5° / 90°; 270° d) 0°; 360° / 120°; 240° / impossible



Exercices

12. Déterminer graphiquement tana pour les valeurs suivantes de o : (contrOler avec la
calculatrice)

1) 30° 4) —-60° 7) 90° 10) 0°
2) —45° 5) 270° 8) —-180° 11) 360°
3) 150° 6) -210° 9) 135° 12) 300°
tan
| sin T

COS




Exercices

13. Trouver tous les angles compris entre 0° et 360° dont la tangente égale 1; 2; —1,2; 0.

Rép. 45°; 225° / 63.4°; 243.4° / 129,8°; 309,8° / 0°; 180°; 360°

14. Dessiner le graphe des fonctions sinx et cosx pour x compris entre 0° et 360°.
Unité sur I’axe Ox : 1 carré = 10° ; sur’axe Oy : 1 carré =0,1.

15. Dessiner le graphe de la fonction tanx pour x compris entre 0° et 360°.
Unité sur I’axe Ox : 1 carré = 10° ; sur I’axe Oy : 5 carrés = 1.

20. Convertir en degrés les angles donnés ci-dessous par leur mesure en radians :

T 27 T T 3

1) — 2) — 3) 2 4) — 5 — 6) —

) 6 ) 3 ) 2m ) 10 ) 10 ) 4
T 6

7) 0,28421 8) 143216 9) 3,14 10) 5 11) ? 12) 62

Rép. 1) 30°  2) 120° 3) 360°  4) 18° 5) 126° 6) 135° 7) 16,28°
8) 82,06° 9) 17991° 10) 60° 11) 216° 12) 355,23°

21. Convertir en radians les angles donnés ci-dessous par leur mesure en degrés :

1) 45° 2) 150° 3) 75° 4) 315° 5) 240°
6) 2243° 7) 12435°  8) 270° 9) 300° 10) 225°
Rép. 1) 2) & 3) I 4 Iz 5) 4 6) 03915 7) 2,1703

T
§ & 9 & 0 =

22. Au moyen du cercle trigonométrique, sans calculatrice, déterminer :
1y cos() 2) sin(—%) 3) sin(%”) 4) tan(%)

5) tan(—%) 6) tan(3ﬂ) 7) sin(3n) 8) cos(%’”)

Rép. 1) -1 2) -1 3) -1 4) 1 5) -1 6) 0 7 0 8 0

23. Simplifier les expressions suivantes :

a) sin —g-l-t] + cos(w+1) b) sin[%-l—t]-l—cos(ﬂ—t)—cos[t—37”]

Rép. a) —2cost b) sint



Exercices

24. Etablir les identités suivantes a partir des relations trigonométriques fondamentales :

a) sina = l—cos’a b) cosa = ++1—sin‘a
2 ) ) 2 1
¢) 3cos"a+2sin“a = 3—sin"«a d) cos"x = ——
1+ tan” x
1 sin x 4 sin” x V1—cos® x
e) tanx+ = +cosx f) tanx = £ ———
COS X COS X COS X

25. Etablir les identités suivantes :

1
2

2 2
- =tan” ox —tan
cos’or  cos’fB P

1)

2) sinxcosx(l+tanx)(1—cotx) = 1—2cos® x

3) (cosx%—sinx)2 = 2—(cosx—sinx)2

26. Résoudre les équations :

1) cosx=-1 2) sinx=0,8473

3) tanx =—0,9042 4) cotx=-L

5) cos(2x)=-0,2 6) sin(3x)=-%

Rép. 1) =3 +k-2n 2) 57,92°+k-360°; 122,08° + k-360°
3) —42,12°+ k-180° 4) -Zikn
5) +£50,77°+k-180° 6) _%Jrk.%n; 47””“2?“

27. Résoudre les équations :

D sin(5)=-4 2) cot(%)=-4,892
3) sin(4-%)=L2 4) cos(%-2)=-1
Rép. 1) —90°+k-1080°; 630° + k-1080° 2) -26,96° + k-420°
3) 270°+ k-720°; 450° + k-720° 4) 247,5°+k-540°; —112,5° + k-540°

28. Pour les équations suivantes, déterminer la plus petite solution supérieure a 1000°.

1) sinx=0,5 2) cosx=0,5 3) tanx=-1

Rép. 1) 1110° 2) 1020° 3) 1035°



Exercices

29. Résoudre :
1) 3sinx—cos’x = 1

1

0052 X

3) +3 =2tan’x

5) cosx—3sinx=0

1) 45°+k-90° 2)
4) 60°+ k-180°

Rép.

30. Résoudre :

1) cos’x=1
3) 2cos’x-3cosx+1 =0
5) 3sin’t+cos’t-2 = 0

+109,5° + k-360° 3)
5) 18,4°+ k-180° 6)

2) 2cos® x+3sin’x -3 _ l
COS X 3
4) sinx=+/3cosx

6) 3cosx+2sinx=0

+63,4° + k-180°
-56,31° + k-180°

2) cot’(2x)+1=0

4) 2sin® x - 5sinx +2

6) tan* x — 4 tan® x + 3

2) I
4) Z+k-2m; ZE+k-2n
6) =T+km; £Z+k'm

31. Déterminer les zéros et les pdles des fonctions suivantes, entre 0 et 27 :

a) f(x)=sinx cosx

3sinx
(sinx — \/§ cos x)2

e) f(x)=sin(2x)

¢ fx)=

Rép. a) zéros: 0;%Z;m;3&; 2n

T . Am

c) zéros: 0; m; 2w / poles: %

3° 3
3”'2]‘[

e) zéros: 0; & m; 3,

sinx

b) f(x)=

COSXx

d) f(x)=cos(2x)

D f=tn(3)

3z

b) zéros: 0; m; 2w / poles: ;¢

4 .o, 3n. 5. In
d) ZCTOS & 45 "4 s 4 5 4

f) zéros: 0; 2w / pble: &



Exercices

40. A l’aide des formules d’addition et connaissant les valeurs exactes des rapports

trigonométriques de 30° et 45°, déterminer les valeurs exactes des rapports trigonométriques de
75°.

Rép. sin75°= 0s75° / tan75°=2++/3

ﬁ+J€/ Je-+2
4 ¢ T4

41. Au moyen des formules d’addition, établir les formules de duplication :
sin(2x)=2sinx cosx

cos(2x) = cos® x —sin® x

2
tan(2x) = Ln;c
I—tan” x
42. Etablir les formules de bissection :
. 1—cost
sin®(¢/2)= €08
1+
cos’ (t/2) _ Lreost
1—
tan’ (t / 2) _ o8t
1+cost

Indication : faire t = 2x dans la formule cos(2x) = cos® x—sin’ x.

43. Etablir I’identité suivante :

fan(r/2) = sint _ 1—‘cost
14 cost sint?
o . 2tan x . .
Indication : faire t=2x dans la formule '[an(2x)=1t—2 , puis utiliser la formule
—tan” x
tan2(z /2) = 1-C5T
14 cost

44. Montrer que dans tout triangle ABC, on a la relation :

tano tan B tany = tano + tan 3 4 tany



45.

1)
3)

Rép.

46.

Exercices

Résoudre les équations suivantes :

sin(2x) = tan x 2) 2sin®x++/3sin(2x)=3
cos(2x)—sin’ x=0 4) cos(2x)tan(2x)—tanx cos(2x)=8
) km; F+k-% 2) Z+krm
3) *+35,26°+k-180° 4) 82,87°+ k-180°

Partager un angle de 30° en deux parties telles que le sinus de la premiere soit le triple de celui

de la seconde.

Rép. 22,63° / 737°

47.

Partager un angle de 45° en deux parties telles que leurs tangentes soient dans le rapport 5 a 6.

Rép. 20,657° / 24,343°

48.

1)

3)

5)

49.

Etablir les identités suivantes :

sin(Z +¢)—sin(Z —)=/2 sin 2) sin(Z+1)—cos(Z+1)=+/3 sins
tan(%+a): m 4) cos(x+y) cos(x—y)=cos2x—sin2y
coso —sina
+cot(2x) = cotx 6) sinx4cosx = V2 sin(% + x)

sin(2x)

A I’aide des formules d’addition, démontrer 1’identité suivante :

oc—i—/a’]

sina —sinf3 = 2sin[a;/3] oS 5



Exercices

60. On appelle affinité de direction Ox,d’axe Oy et de rapport k (k € ]R*) la transformation du
plan Oxy définie par (x, y) > (kx, y).De méme, on définit I’affinité de direction Oy, d’axe Ox
et de rapport k par (x, y) — (x, ky).

Dessiner I’'image du triangle ABC par :

1) Taffinité de direction Ox,d’axe Oy et de rapport 3.

2) Taffinité de direction Ox, d’axe Oy et de rapport 1/3.
3) Taffinité de direction Ox, d’axe Oy et de rapport -2 .
4) Taffinité de direction Oy, d’axe Ox et de rapport 1/2.
5) D affinité de direction Oy, d’axe Ox et de rapport —1.

] . . . L] . . . . . L] \d J‘ . . L4 ’ L * . . . . . . . L] [ 4 . - -
L v [ 4 L] - [ ] L d . * - - . . . L] . . L] . . . L . . . L4 L] L] L] .
. . . - - v . . . . . . . - . . . . . . . . . . -

. - . . . . o - . - - . - - - . . . - - . - . . .
. . . . . - - - . . . - . . - - - . - - - . . - . o o . . .
. . . . . . . . . . . 4 . - - . . ' . - . . . . . . - - . .
. . . . . s . . - - . - . . - - . - . . . . - - . . . . . -
. o . - . . . . - . . . - - - . . . - . . . - . . -
. . . 4 . . . - . - . . L . . . » - . . L4 . . . » . . - - . .

. . . . . . - - . - . . [ - . - . . . - - . . . - - - .
. - . 3 . . - . . . . » . - - . - . . Y . - - . - - - - .
. » . . . - . - . - - . - - . . - - . . . . . . - - . - . -
» P . . . - - - - - - . b . . . . . . - - . - o - » o - . - .
. ) . '] o . - - - L d - v L4 . . o L] ” . . o * Ll - ] . o . Y ('}
- Y - . 3 o . - . - - . b - - . . o - - - . . - . . - - . . -
. - . . 3 . . . . . . . - . . . - o o - - Y - - . . - - . .
. . . . . . . o . . - . . - - . . - - - . . . . - . . - - .
4 . - . . - . 04 . o - o - - . . - . - - . . - ° - - . - - 3
. o . - . » o . - . . . . - . - . . L4 . . . . . . . - . . e
. . . - . » - - . . . . 4 - - . . . . . . . . . . - . o . - .




Exercices

61. Dessiner I’'image de ’escargot par I’affinité de direction Ox, d’axe Oy et de rapport -2 .

L4 . . . . . - - . . /\ . [ A . Ad L4 L4 L4 . L [ 4 * Ld . . . » L4 -
L L4 [ 4 L4 - . L4 - . - - . . . . . . L4 . . - . . - - . . . .
. . . . - - . . . . - - - . - - - - - - - . - . . . - . -
- . ° - . . . - . . . - . . - . . . - - . . . - . . . - .
” . [ . . . . - - . . - - - . . . . . . . - - - . . - -
' ° o . - . - - - . . . - . . . - - - - . - . - - - - -
. . - - - . - . < . - - - - - - - - - . . - . - - - . -
. . . . . . - . - - - . . - . - . - . .

. - - - . . - . . o . . - ° . - . . - . .
™ . . - . . . - o . . - . . - - - . . .
. . . . . . . - - - - . . . - . . . . . -
. o o . . . - - . . - . - . . - . . . . -

- Sy,
> o
. . - - . . - . - - . . - - ] - - - - . -
-

. . - . . - . . . - - . . - - - . - . .
. . . L . . - L] » . . . . - - . . - - - .
L] . o’ . . » . . . . . . . a . - . - - - .
. . . . - . - . - - - - . . - . . . . - -
» - . . . . . . - . . . . * . - . . - - - - - - . - - - .
. . . . . . . - - - v . - . . . . - - . - . . . . . - . .
. . . . . - - - . . . - . . . . . - - . ) - - . . - - . -

62. On donne le graphe d’une fonction f . Dessiner celui des fonctions suivantes :

g:x>f(X)+3; h:x—> f(x)=4; i:x—> f(x-8); k: x> f(x+11)

» . [ ] - . L - . . . ‘;y' - . » L 4 » L4 - - [ . L4 - - . s . - -
(4 . L4 * . - [ - 1 4 . - . . . L4 . . - . . . . - . L ] » . . . [
e » e - . . . e o . . . . . o - * e e e o o . . > e . . .
LA e e o . - . . 3 . . . - . . * e o . . . o - . » . . .
o e > e . . - . v - . - - - . . - o - . f- - - - = - - =
L . e o *» - - - - . . . . - . - * e . . . . > e L * e -
e o o e - > o » - o e e - e . ¢ - . L2 . @ e o . o
. . o o - e o - ® . - . . . - - - . . - * ® o = e e
L LR e - - » - T - - - . - - - o . . e L . e -

hd r o
- - v = . e e - - . -0 . . . - - e - = . . - - . = - . . o -
. . o o o . . - - . - . e - . . = . - . . o . o . . . -
. o o » . . - - - . - - . - - . - e . - - - - » = e = - - -
. . o o . - » . - o . . . . - . > - - - - . e e - . - - .
» . ¢ o . - - . - . - - - - - - - - - - - - . - o . e . - -




Exercices

63. On donne le graphe de la fonction f. Dessiner celui de g: x> —f(x), h: x> f(-x) et
k: x> -f(-x).

Ll . L2 L] - L - - . - . - L4 - » > - -
. L 4 [ 4 [ L4 . . [ . - - - - . - . . -
L [ J L ] L J - L] . . L d L4 A d - - - - - - -
- . . . . - . - . - . . - . 0 . . .
L 4 Ld L d L d A d - - - L d Ad - . - > L] - - L]
® L] L J *» L d L d - - - - - L Jd - - - - - -
* * - - - - » - - . g . L] . . . - -
] - . 3 - ° - - - - - . . - - . - - - - - - . - - - Py - P - *
_ X

* 2
L4 - - Ld - [ 4 - L J L d L - L[4 - - L d - - L L d L4 £d - L d - - - - - - .
. . . L4 - * - - - - . . L L4 Ld - L L4 - L3 . - - - - - L d - * -
. . . - . . . ° - - . . - . - - . > e . - - . . . . . . . -
. * . » . . . . - - - . - . - . - . e - . - . LI - - - . -
. . e o . . - . - v . . . . - . - - . » - - . e - . . - -
. [ ] » . . - - - - . - - - - - - - . - - - - . - - - - - - -
. P s . . . - - . - . . . » . - - . - . . - - . . 04 . - - [
. . - . - . - . - . - » - - P - . . - . . - . . - . . - . - .

64. Dessiner le graphe g: x — f(2x).

L4 . * - .
Ll . - - .
X

[ 3 L d - - >

. . 1
65. Dessiner le graphe de g: x > f(ax).

P . . ] - . . - . " . - . - - ‘y - v - . - 3 . [ . - - - - - -
L 4 L4 [ 4 » - . L d L d - . L . . . . . L] - . - [ - . . .
Ld L J - L] - L J - . L4 - L] p - - - - Ld - L . - - L] - -
. x

o - » . » . - - - - - S - [ . - - - - . . - - -
o L4 L 4 L Ad L4 Ao - L4 - . L d L4 - L d . - . - - - - - - -




66. On donne le graphe de la fonction

k:x -2 f(x).

. o e o .
- v e o
L4 L . L .

. . - - hd
[ 4 L d L [ 4 .
- . .

Exercices

f . Tracer celui de

o ® . . o e
. . e . - e
. - . . . o
< - - . . - e
- » . . - -
L - . - - L—
. . - . - -

g:xH— 2 f(x),

- » . . [ -
. . . . . .
- - . . . .
. . . . e -
- . - - L -
. » . . - -
- . L4 . . L]
- . . . - -

h: x> 3 f(x) et

. - . - -
. 3 d . .
. . . - L3
. » . - .
. . g - -
- - - - -
. . . . -
. - - . .

. - o

. - .

S . .

- d .

. [ . . .
. . 4 . .
» . - - .
. L3 . . .
[ 4 . . - .
. . . . .
- . - . .
. - - . .
. . - - .
. L d L d » -
. L 4 - 3 -

- - @ . o e
. . v . . .
L e = . . - o
. . - e o e
e - . L—.
* s e . » o
. . . . .- .
LY . . » .
- e . e e =
- o . . - .
L - - - . - L4
L - . . . o

L4 - - . - -
. . . - . -
. - . - - .
- . . » - .
- . - - - »
. - . » . .
- . . . . -
- . » . . .
. . . . - -
- . . - . -
. . - - - .
. . - . . -

. o o
- . o
. o o
. . -
- - .

- . - - )
- X
>

¢ e - . -

e e - - .

. . - -

e . o .

. - . - L]

- - . . -

L] . - . .

" . - o .

A d . - » L

s - . . .

e o e = .



67.

Dessiner le graphe des fonctions indiquées, pour —27 <x <2 .

Exercices

» . . . - o - . . . . L4 . - . - -
AY
¢ e 0 o e e . » - = o1 o v e - e .
o » e e - . ° . . - . . - - - . -
x
- + + —g— + t >
- - 0 v
r - . - . . - - - . » . - - - - -
] . '] » - - - - » » - - - - - » - -
-
L] . - - - - - - . - - - - . - -
o . v . . - - - - » - éy - - . - - .
. . . > - . L d - - - . - . - - - .
. ¢« o - e e . - - 4 . . - . . . .
2 otm x 4
. . . . - . - - . . . P - - . - . -
. - - - - . . - . 3 3 - - . - - -
1 '\ l’r 3 P,
v ] ] L 3 v e
. . o o . . - - . - - . . » . - .
. L] L] - - - - - - - - L ol - - - * - -
. . . . . . - . . . . . . . - . S
. . . e e s - . . » - . . . « = .
. - . .« o - . e 0 - . . . - - -
» [ I . . . - . . . Ay . - - - - .
YA X
. oz . . L . - - - v . L] . - - . *
+ + t +- >
. L d - - - L] - L4 - v - £ - - - - .
L] - - - - 2 L] L d - - L4 J- 1. - - . Ld .
-
[ 4 . - . © - . - - - - - . - - - * 'Y
L . . . . - - . . . L4 L4 - - . . -
L4 v _ v LJ - [ - L 4 Ld L4 L4 . . . . . .
D (-x)
- L d L d Ll - L J . Ld 4 - . L - - - - -
t ; ) ' >
® o » o . . . - - . - . . - . - -
. . e . . - - - - - . - . - - -
. - - - - - - - - - - - - - - . -
[ d - v * - - - - d » - - - - - - L
v o e & o . - . . - - . . . . - N
e (4x)
L - - Ld L d L d - - 1 d L d L L d 4 . - L]
'S . 1 '} } - ’K
] ' 'ﬂ’ Al
. L4 L d - » - L4 L3 - L4 - - - L L d L4 -
L4 L4 L] [ 4 . . - - - . . » - . . . .
. » . - . - . - » - - [ 3 . * . - .
L4 . . - . . - - - - - y - . - . . -
. . A - » - M . #4 . - . - . -
AAm —_—)()
. 2 .« . . . . .- . .. .
o g 3 ,T z X
g L L Ly [l
» . . - . e . - . . . . - - - - .
. . . . . . - g - [ 4 ¢ sm 9 . . - . L]
- . e e . . . . - . . . - - . . -




Exercices

69. Dériver :

1) 2sinx 2) sinx+cosx
3) sinx cosx 4) xsinx
sin x
5) 6) 2+ tanx
COS X
2 sin x
7) 8)
tan x 1-cosx
Rép. 1) 2cosx 2) cosx-sinx 3) cos?x—sin’x 4) sinx + xcosx
5) 1 6) 1 7) —2 8) —
cos® x cos® x sin’ x cosx - 1
70. Dériver :
1) 3cosx+2sinx 2) x’cosx
3 X 4) (cosx)3
COSX
5) (sinx + 1)3 6) sin'x
7) 2sin®* x4 cosx 8) 2cos’x—cosx+1
Rép. 1) —3sinx+2cosx 2) 2xcosx—x’sinx 3) M
CcoSs” x
4) —3cos’x sinx 5) 3(sinx + 1)2 CoS X 6) 4sin’x cosx
7) sinx(4cosx—1) 8) sinx(—4cosx+1)
71. Sachant que (sinx)’ = cosx et que (cosx)’ = —sinx , démontrer que (cotx) = ——.
sin” x
72. Etudier le signe des fonctions suivantes entre O et 27 :
) sin x
1) f(x)=sinx cosx 2) f(x)=cos(2x) 3) f(x)=
cosx
3
4) f(x)=sin(2x) 5) f(x)= L 6) f(x)=tan(x/2)
sinx — 3cosx)
Rép. 1. zérosetpdlesde f: 0; 7 ; m; 37“ ; 2t/ signede f: 0 +0-0+0-0
2. zérosetpolesde f: % ; 3 3% . I /gjgnede f: +0-0+0 -0 +
3. zérosetpdlesde f: 0; 7 ; m; 37“ ; 2t/ signede f: O+ 11 -0 + 11 -0
4. zérosetpdlesde f: 0; T ; m; 37“ ; 2t/ signede f: 0 +0-0+0-0
5. zérosetpolesde f: 0; Z; m; 4&; 2 / signede f: O + 11+ 0 -1 -0
6. zérosetpdlesde f: O0; m; 2w / signede f: 0 + 1l — 0O



Exercices

73. Dériver :

1) sinx-—cosx 2) 3cosx+2sinx 3) 2tanx+3
1
4 — 5) sin(3x) 6) sin(x? +3x)
sin x
7) cos(x3+1) 8) cos(—2x2)
Rép. 1) cosx+sinx 2) -3sinx+2cosx 3) 2 +2tan® x 4) —.C(;SX
sin” x

5) 3cos(3x) 6) (2x+ 3)cos(x2 + 3x) 7y -3x° sin(x3 + 1) 8) 4x sin(—2x2)

74. Dériver :

1
1) tan(3x+%) 2) sin(2x) - cos(3x) 3 oG
4) (sinx)7 5) sin® x 6) cos® x
7) sin’x 4 cosx 8) +/sinx 9) cos’(3x)
3sin(3x)

Rép. 1) 3+3tan’(3x+Z)  2) 2cos(2x)+3sin(3x)  3) 4) 7(sinx)’ cosx

cos”(3x)

cosx
5) 3sin’ x cosx 6) —2cosxsinx 7) sinx(2cosx — 1 8)
( ) 2+/sin x

9) —15cos*(3x)sin(3x)

75. Dériver: 1) tan(x;ﬂ) 2) sin[g] 3) 4/sin(2x)

1 : 1
4) cos[;] 5) sin(cosx) 6) Sin(2x)
) l (x+7 l X cos(2x)
Rép. 1) 2[1+tan — 2) 7COS[7] 3) \/M
4) iz sin[l] 5) —sinx cos(cosx) 6) M
X X sin”(2x)



Exercices

76. Soit f une fonction et D son ensemble de définition. f est dite périodique s’il existe p >0

tel que, pourtout xE D, x+p €D et
fx+p)=fx)
Le nombre p est, par définition, une période de f .

On donne un nombre p >0 et une fonction f. Montrer que p est une période de f :

1) p=1; f(x)=sin(2rx+1) 2) p=2r ; f(x)=sin(2x)+cos(3x)

3) p=r; f(x)=SiL 4) p=8rm; f(x)=sin(x/4) + cos(x/2)
sin(x+%)

5) p=m; f(x)=sin’(x) 6) p=12r; f(x)=sin(x/3) - cos(x/2)

77. On considere une fonction f de R dans R.

a) Soit k € N'. Démontrer que si p est une période de f, kp en est également une.

b) Démontrer que si p est la période de f , toute période de f est du type kp ,avec k € N

78. Soit f une fonctionde R dans R, aER et BER.

) ) D )
a) Démontrer que si p est une période de f, alors ;7 est une période de g(x)= f(ax+f3).
| a | p 8

: : p :
b) Démontrer que si p est la période de f, alors 7 est la période de g(x)= f(ax+pf).
o]

79. Montrer que p est la période de la fonction f:

a) p=m; f(x)=sin’(x) b) p=12w; f(x)=sin(x/3)— cos(x/2)

80. Trouver une période de la fonction f :

1) f(x)=sin(3x+7) 2) f(x)zcos(%%)
3) f(x)=tan(%+%j 4) f(x):7sin(ﬂ_%)

Rép. 1) & 2) 4m 3) & 4) Sm



Exercices

81. Etudier la croissance de f entre O et 27 :

1) f(x)=cosx 2) f(x)=sin2x+m)
3) f(x)=sin’x—1 4)  f(x)=cos’x+sinx+17

Rép. 1. f’(x)=-sinx / zérosetpdlesde f’: O;m; 2w / signede f: 0 - 0+ O
croissancede f: M \m. /M

2. f(x)=2cos(2x+7) / zérosetpolesde f> : Z;3Z; 3 Iz
signede f’: = 0+ 0-0+ 0- /croiss.de f: ~\m/ M~\m,/ M\
3. f’(x)=2sinxcosx / zérosetpdlesde f*: 0;%Z; ;3% 2x

signede f: 0+ 0- 0+ 0- 0 /croiss.de f: m/ " M~m/M\.m
g

4. f’(x)=cosx(1-2sinx) / zéros etpdlesde [’ : £;%; 57”; 37”

signede f: + 0- 0+ 0- 0+ /croiss.de f: ~M~m/ "M~\m/

82. Etudier entre 0 et 27 le signe et la croissance des fonctions suivantes, puis esquisser le graphe.

1) f(x)=sinx 2)  f(x)=sin(2x) 3) f(x)=cos(x/2)
R&,- A. x |o TT {Ei X lo Vo 3, an
——7)2 f(x) e + o — ©° /’{x)[ + o — ¢ +
2. x|o v w 4 20| X o Yy Yy T4 Ve 27
7,,,,,,|o+0~0+a9-—0] T+ o - ¢ + 0o — o +
3. X fe m 2| X jo 27|
f| + 0o — | 11l 0 - o |

83. Etudier entre 0 et 27 le signe et la croissance de la fonction f(x)=cosx — cos®x, puis
esquisser le graphe.

Rép. zérosde f: 0; Z;3%; 27 / f’(x) = sinx(2cosx—1)

minimums : (0; 0), (7; -2), (27; 0) / maximums : (%, %) , (57”,

ENJ[

)

84. Un rectangle ABCD est inscrit dans un demi-cercle de
centre O et de rayon 1. Déterminer a afin que ’aire du
rectangle soit maximale. C B

Rép. aire du rectangle : S(a)=2sinxcoso
S'(a) = 2( cos’a — sin‘« )

I’aire est maximale quand o =%
4



Exercices
85. La portée p=0A d’un projectile lancé (dans le vide) avec une vitesse initiale v et un angle
. 7 % . o 9 712 .
d’élévation o est donnée par p = E sin(2ar), g désignant 1’accélération de la pesanteur. Pour une

vitesse initiale donnée, déterminer la valeur de ’angle o maximisant la portée.

1%
a
0 A
Rép. 45°
COS X ) ) . )
86. On donne f(x):li. Etudier cette fonction entre —xz et 3z (Signe, croissance,
—COSX

extremums, asymptotes verticales, graphe.)

Rép. zérosetpdlesde f: —-Z;0;%; & 27 22 / f’(x)zLx2
(1-cosx)
signede f: -0+ 11+0-0+1l + 0 -/ zérosetpodlesde f’: —x ; 0; m; 2m;
3
signede f7: 0 + 1l — 0 + Il — 0 / asymptotes verticales : x=0; x=27

87. Les cercles de la figure ci-contre

sont tangents en E. On donne les rayons
CE=2etDE=3.

Déterminer @ (entre 0° et 90°) afin que
’aire du triangle AEB soit maximale.

Rép. aire(AEB)=12coso sin« ;
maximale lorsque a = 45°

88. Un triangle ABC rectangle en B engendre un cOne par rotation autour de C

BC. Etudier la variation du volume de ce cOne en fonction de o = BAC , le coté
AC restant constamment égal a 1. 1

Rép. le volume est maximal lorsque o = 35,26°. A
A



Exercices

89. Deux couloirs de largeur 1 et 2 1
respectivement se rencontrent a angle
droit. On transporte une barre rigide p
parallelement au sol. Quelle est la

longueur maximale que peut avoir
cette barre si 1’on veut pouvoir la
transporter d’un couloir a I’autre ?

Indication. Etudier la variation de AB
en fonction de . o

A

Rép. lalongueur AB est minimale lorsque a = 51,56° / longueur maximale de la barre : 4,16

90. Etudier la croissance des fonctions suivantes sur I’intervalle [0 ;27 ] :

1) f(x)=cosx+sinx 2) f(x)=sin’x
Rép. 1 s
v A f//x):,/uhf+wﬂx x_ |9 % 2 27
’ }”[x/ + 0o - ¢ +
30
7/(X;: anzx cos X X 0 1 w =z ZIT\
Wp y 0 - 0 - 9 + D[
folp 7 MNP Nm 7P

91. On donne f(x)= sinx —sin® x. Etudier cette fonction entre 0 et 2. (Signe, croissance,
extremums, graphe.)

Rép. , ‘
v ;{(x]—_:/)im.x(/(«n/mx) Y /'(x[:: Con X (/{-—,anx)
x le £ w oam x lo = &§ =
(x'{o+a+0-—0 |+ 0 - 0+ 0= 0 F
f ?(x) AMNm A MNm S

o (B 2), (FEid) ; e (Fi0); (F0-2)



Exercices

92. Dériver :
7
A. nan (3x) 9. (2x+4) AT
. 15
2. e (x%# 3x) 10. /—6x2+x) 15.
. 43
3. 604/X3+4) AA. [,,,.Mx) £9.
2
y. con (-2x7) A2. (towx) 20.
9
5. Vax' 43, [5x7+2) 24.
6. V3x+4 14 22.
1
Z NI X A5, Zxea 23.
5 4
V- A6. ¥
. 2 x?+9 2

ﬂ(;?o:vmln
1
A. 3coa(3x) 9. ,,q/”,,,,)‘
19
2. ton (x4 3x) (2x+3) 40, A45(A2x+1)(~éx%x)
3. = 3x* pan (x3+41) A1. 43/m2«x)42. (0o X
Y. 49x pan [-2x2) 42 2 tox
Con?X
5 Vzx" 43. 480x3(Sx"% 2)
3

S S 4
é 2 V3xxa’ 19. = -3
7 _CeoX 5 -2

2 Vpilx 15 (21'**4)2

—asx? 3
8. = 76, —2X

2 y-3x [x“+9)

1%

1 D)

49 con (V<)
' 2 Yx"
3
20.
Coo2(3x+1)
24\ ~3)(“’=
22, =2 -
(3x+1)
_2sxY
23, £ -
[x5+2)
-9 (oo x
249. PTS




