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Chapitre 1

PRESENTATION GENERALE

La programmation linéaire est une méthode mathématique qui permet de trouver
la solution optimale de certains problémes. Elle est utilisée, en particulier, dans
Pindustrie et dans la planification économique.

Historiquement, la programmation linéaire a été développée et utilisée en 1947
par George Bernard Dantzig, Marshall Wood et leurs collaborateurs au U.S. De-
partment of the Air Force. Dantzig [1] a raconté comment il avait été amené a la
découverte de la méthode du simplexe. Ne pouvant trouver cet algorithme, il exposa
3 John von Neumann (1903-1957) en quoi consistait la programmation linéaire.
Immédiatement, von Neumann se mit au tableau et lui en fournit une théorie
mathématique compléte. Devant son ébahissement, il expliqua alors & Dantzig qu’il
venait d’écrire avec Oskar Morgenstern (1902-1976) un livre sur la théorie des jeux
(Theory of Games and Economic Behaviour, Princeton University Press, Prince-
ton, 1944) et, qu’en 'entendant, il avait immédiatement vu que les deux problemes
étaient équivalents. La théorie qu’il venait de lui présenter au tableau n’était que la
transposition de son propre travail dans le langage de Dantzig. Mais, naturellement,
tout le monde n’est pas John von Neumann !

Les premieres applications se situaient dans le domaine militaire mais elles se
sont rapidement déplacées vers 'industrie. De nos jours, la programmation linéaire
est utilisée dans les problémes d’allocation de ressources limitées en vue d’atteindre
des objectifs fixés. Afin d’illustrer I'importance de ce domaine, signalons que le Prix
Nobel d’Economie a été attribué en 1975 au russe Leonid V. Kantotovich (1912
1986) et a ’américain Tjalling C. Koopmans (1910-1985) pour leur “contribution &
la théorie de ’allocation optimale de ressources”.

Kantorovich a montré comment la programmation linéaire pouvait étre utilisée
pour améliorer la planification économique en URSS. Koopmans a développé sa
théorie de la programmation linéaire en planifiant de fagon optimale le mouvement
des navires dans I’Atlantique durant la seconde guerre mondiale. On trouvera des
notes historiques dans [20, pp. 209-225].

Le terme de programmation linéaire a été introduit en méme temps que la
méthode du simplexe. Les personnes qui s’intéressaient & différents probléemes d’op-
timisation dans les années 1945-1955 utilisaient le terme de programmation assorti
de divers adjectifs : convexe, dynamique, linéaire, etc. Ce mot est donc devenu un
synonyme d’optimisation. L’étude des problemes généraux d’optimisation était in-
titulée programmation mathématique. On ne pouvait pas parler de programmation
sans y ajouter un adjectif car, simultanément, la programmation des ordinateurs se
développait. On utilise maintenant ce mot dans ces deux sens, le contexte permet-
tant facilement de faire la distinction.
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Sur I’historique de la programmation mathématique, voir [13].

La programmation linéaire se rencontre fréquemment dans des questions de pla-
nification et elle est trés largement utilisée dans tous les secteurs économiques, ce
qui en explique 'importance. Voici une liste non exhaustive d’applications

Pétrole : distribution, allocation de ressources, mélanges,
marketing.

Chimie : allocation de ressources, mélanges.

Production : allocation de ressources.

Transport : emplacement des dépots, problemes d’horaires,

répartition des véhicules.
Transport aérien : répartition des équipages, optimisation des horaires.
Finance : gestion de portefeuilles d’actions, minimisation du
cout des intéréts,
comptabilité générale.

Agriculture : gestion des sols, mélange des engrais et des aliments,
distribution quotidienne des produits, prix de vente.

Santé : gestion des personnels hospitaliers.

Energie : programmation des générateurs et distribution.

Papier : allocation de ressources, mélanges.

Publicité : répartition des budgets sur les différents media.

etc.

Un site web intéressant concernant la programmation linéaire est
http ://www-unix.mcs.anl.gov/otc/Guide/faq/linear-programming-faq.html

Le Chapitre 2 est une introduction & la programmation linéaire. Les premie-
res définitions y sont formulées et on y expose comment modéliser un probleme
concret. Dans la Chapitre 3, on commence par expliquer comment un programme
linéaire peut étre résolu graphiquement. On montre ensuite comment passer de cette
résolution graphique & une résolution algébrique ce qui ouvre la voie & la méthode
et & lalgorithme du simplexe. Ses regles essentielles sont peu & peu dégagées sur
des exemples. Elles sont ensuite formalisées par étapes afin d’arriver jusqu’a la
présentation théorique de I’algorithme du simplexe qui fait ’'objet du Chapitre 4.
Le concept de dualité est ensuite abordé dans le Chapitre 5. Tous les chapitres
sont illustrés par de nombreux exemples et ainsi que par des exercices. Des exer-
cices supplémentaires sont proposés a la sagacité du lecteur dans le Chapitre 6.
Le Chapitre 7 est un appendice ou sont d’abord présentées les méthodes de Gauss
et de Gauss—Jordan pour résoudre un systéme d’équations linéaires. Une bonne
compréhension de ces méthodes est utile & celle de 'algorithme du simplexe. Des
rappels d’algébre matricielle sont donnés ainsi que certaines notions sur la com-
plexité des calculs matriciels. Une bibliographie, volontairement restreinte et choisie,
compléte le volume ainsi qu’un index.



Chapitre 2

INTRODUCTION A LA PROGRAMMATION LINEAIRE

Nous allons commencer par dire ce qu’est un probléme de programmation linéaire
et par donner un certain nombre de définitions et de résultats préliminaires. Ensuite,
nous montrerons, sur des exemples, comment modéliser des problémes concrets.

2.1 Vocabulaire et premiers résultats

Soient A € R™", be R™ et c= (ci,...,c,)T € R" connus, avec m < n.

On cherche le vecteur z = (zy,...,7,)T € R tel que

min f(2) = (e,3) = Y ez
=1

Az =b
z>0.

(2.1)

La fonction f s’appelle la fonction objectif et le probléeme (2.1) s’appelle un
probléme de programmation linéaire ou, plus simplement, un programme linéaire. Les
conditions Az = b et x > 0 s’appellent les contraintes. Lorsque les contraintes sont
des égalités, on dit que le programme linéaire est présenté sous sa forme standard.
Nous verrons plus loin comment se ramener a cette forme standard si les contraintes
sont des inégalités, ce qui est en général le cas.

Soient u = (uy, ..., u,)T et v = (vy,...,v,)" deux vecteurs quelconques de IR";
rappelons que le nombre (u,v) défini par

n
(u,v) = Z U;V;
i=1

s’appelle le produit scalaire des vecteurs u et v. Naturellement (u,v) = (v,u). Le
produit scalaire est linéaire par rapport & chacun de ses arguments (on dit qu’il est
bilinéaire), c’est-a—dire que (u + w,v) = (u,v) + (w, v) et une propriété similaire si
le vecteur w est ajouté & v. Si a est un nombre, on a (au,v) = (u, o) = a(u,v).

Remarque 2.1

Certains problémes se présentent sous la forme de la minimisation simultanée de
plusieurs fonctions objectifs. De tels problémes peuvent ne pas avoir de solution
optimale et il faut alors trouver une solution qui offre un bon compromis entre les
différents objectifs.

Un programme linéaire peut aussi consister & maximiser la fonction objectif au
lieu d’en rechercher le minimum. En effet, en économie, on cherche & minimiser



4 Chapitre 2. Introduction a la programmation linéaire

un coiit ou & maximiser un profit. On passe d’un cas a l'autre en changeant le
signe des coefficients ¢;, c’est-a—dire en maximisant —f. Nous considérerons donc
indifféremment ces deux cas de figure.

L’ensemble des z € IR™ tels que Az = b s’appelle une variété affine. Son in-
tersection avec I’ensemble des z > 0 est un ensemble convexe (c’est-a—dire que
tout segment joignant deux de ses points est entiérement inclus dans cet ensemble)
appelé polytope conveze. S’il est borné, on lui donne le nom de polyédre conveze.
On le désignera par U dans le suite. Cet ensemble est convexe parce que chaque
contrainte délimite un demi—espace et que ce polyheédre est l'intersection de tous ces
demi-plans. Le polyhédre U s’appelle la région réalisable. Lorsque les contraintes
sont des inégalités, pour savoir de quel c6té de chaque demi-plan se situe la région
réalisable U, il suffit de choisir un point quelconque (par exemple, l'origine) et de
voir s'il vérifie ou non la contrainte considérée.

Chacun des points de la région réalisable s’appelle une solution réalisable. Parmi
toutes ces solutions, il en existe au moins une qui minimise la fonction objectif f :
c’est la solution optimale de notre probléme de programmation linéaire. On appelle
sommet tout point z € U qui n’est pas combinaison linéaire convexe d’autres points
de U, c’est—a—dire qu’il n’existe pas u,v € U et des nombres positifs A et u tels que ce
sommet s’écrive Au+ pv. En dimension 2, exactement deux segments se rencontrent
en un sommet. En dimension 3, exactement trois demi—plans se rencontrent en un
sommet. En dimension supérieure & 3, il est possible qu’un plus grand nombre de
plans s’y rencontrent. On démontre que le nombre de sommets de U est, au plus, de

Z(n——z il

Donnons un tableau de ces valeurs (m < n)

m\n | 5] 10 50 100
3 [[25] 175 20875 166750
5 [[31] 637 | 2369935 79375495
10 1023 | 1.3433 10™° | 1.9415 10%3
50 1.1259 10 [ 6.8427 10%°

Comme nous le verrons plus loin, la solution optimale d’un programme linéaire
se situe toujours en I'un des sommets de la région réalisable U. On voit, d’apres le
tableau précédent, qu’il est hors de question de calculer systématiquement la valeur
de la fonction objectif en chacun des sommets pour rechercher la solution optimale.
L’algorithme du simplexe, dont I’étude fait ’objet de ce fascicule, consiste en une
stratégie astucieuse pour passer d’un sommet au sommet suivant en essayant d’en
explorer le moins possible. Il est possible de construire des exemples (heureusement
le plus souvent académiques) ol 'on a besoin d’analyser 2"~! sommets. Cependant,
dans la plupart des cas réels, 'algorithme du simplexe se révéle remarquablement
efficace et requiert, en moyenne, 1’exploration de 'ordre de 3m/2 sommets (n est en
général proportionnel & m).

Signalons que les logiciels actuels sont capables de traiter des probléemes ayant
plusieurs dizaines de milliers (voire centaines de milliers) de variables. Des algo-
rithmes paralleles pourront alors étre nécessaires [4]. Des programmes linéaires avec
quelques centaines de milliers de variables sont maintenant considérés comme petits.
Pour un guide sur les logiciels existants, voir [16].
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Fixons tout de suite les idées par un exemple de programme linéaire

mzin f(z) = az1 + cz2
z + 2.’1)2 =1
z1 > 0,29 > 0.

La variété affine satisfaisant Az = b est la droite d’équation z; + 2z, = 1. Le
polytope convexe obtenu par intersection de cette variété avec I’ensemble des z > 0
est le segment joignant les points p; = (0,1/2) et p2 = (1,0). Ce polytope est bien
un polyhédre convexe ; c’est la région réalisable U. Si f(z) = z; + 2z, tout point
compris sur le segment de droite joignant p; et p, est solution optimale puisque tous
les points de ce segment vérifient la contrainte z; + 2z = 1. Si ’expression de f est
différente, il nous faut rechercher z; et x5 qui minimisent f tout en satisfaisant la
contrainte. Si, par exemple, f(z) = z;+ 2, on a, pour que la contrainte z,+2z, =1
soit satisfaite,

f(.’L') =21+ = (1—2$2)+$2 =1— z,.
Or, lorsque ’on passe du point p, au point p;, la variable z, passe de 0 & 1/2 et f
varie entre 1 — 0 =1 et 1 — 1/2 = 1/2. Le point qui minimise f correspond donc
3 zo = 1/2, c’est—a—dire que le point p; est solution optimale. On a f(p;) = 1/2 et

f(Pz) =1

La Figure suivante correspond a cet exemple

b Ty + 229 > 1

1L‘1+2.'L‘2S1

Si m = n et si la matrice A est réguliere, le systeme Ax = b détermine com-
pletement la solution z et la contrainte z > 0 ne joue pas de réle fondamental ;
en effet, si A='b > 0, on a obtenu la solution optimale alors que, si A7'b < 0, le
probléme n’a pas de solution. Lorsque m # n, on supposera que toutes les équations
de ce systéme sont linéairement indépendantes (c’est—a—dire qu’aucune équation
n’est combinaison linéaires d’autres équations du systéme). Dans le cas contraire, on
commencera par supprimer celles qui ne le sont pas. Donc, A est de rang m (c’est—a—
dire que m colonnes de la matrice A sont linéairement indépendantes) et m < n car,
dans le cas contraire, le systeme Az = b n’admet aucune solution. Par conséquent,
le systeme Az = b possede n — m degrés de liberté, c’est—a—dire que l'on peut
déterminer m variables si I’on connait les n — m autres. Cependant, il est important
de bien comprendre qu’un programme linéaire peut ne pas avoir de solution soit
parce qu’aucun point n’est réalisable, c’est-a—dire ne satisfait les contraintes, soit
parce que f n’est pas bornée inférieurement dans la région réalisable. De plus, la
solution d’'un probleme de programmation linéaire n’est pas toujours unique et il
peut méme y en avoir une infinité.
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En un sommet, au moins n — m parmi les variables sont nulles (c’est bien les cas
des sommets p; et p, de exemple précédent).

Il nous faut maintenant trouver la solution optimale du programme linéaire.
On démontre, en fait, qu’aucun point intérieur & la région réalisable U ne peut
étre solution du programme linéaire et que la solution optimale se situe toujours
en l'un de ses sommets. Cette propriété est facile a comprendre en raisonnant sur
un exemple avec n = 2. Soit a un nombre réel. L’équation c;z; + coz2 = a est
représentée par une droite dont tous les points fournissent la méme valeur a pour la
fonction objectif. En particulier, la droite correspondant & a = 0 passe par I’origine
z, = 7o = 0. En cette origine, la fonction objectif vaut zéro. Pour modifier la valeur
de a il faut donc s’éloigner de l’origine. Cependant, les droites correspondant a des
valeurs différentes de a ont toutes la méme pente et sont donc toutes paralléles
les unes aux autres. Pour respecter les contraintes, on déplacera donc cette droite
jusqu’au moment ou elle n’aura plus qu’un seul point d’intersection avec la région
réalisable ou, éventuellement, un segment si I’'une des contraintes est paralléle a la
fonction objectif (nous verrons un tel exemple plus loin). A cause de la convexité de
U, ce point sera forgément un sommet.

Une fois déterminées les variables qui sont nulles, les autres variables sont cal-
culées de fagcon unique comme solution du systeme Az = b avec > 0. La difficulté
principale est de trouver quelles sont les n — m variables qui prennent la valeur
zéro A la solution. C’est la méthode du simpleze, obtenue par Dantzig in 1947 (6],
qui permet de répondre & cette question (sur I’histoire de cette méthode, voir (7] et
[13]). Elle explore les sommets selon une certaine stratégie. Cependant, comme nous
I’avons vu plus haut, ce nombre de sommets devient rapidement extrémement grand
et, dans certains cas mal posés, il se peut que la méthode du simplexe soit forgée
de les explorer tous avant de trouver la solution. Ainsi, dans le pire des cas, la com-
plexité (c’est-a—dire le nombre de sommets & explorer et donc le nombre d’opérations
arithmétiques) de la méthode du simplexe croit exponentiellement en fonction de la
dimension du probléme. Cependant, dans la grande majorité des problémes réels, le
nombre de sommets visités reste un multiple petit (2 ou 3) de la dimension.

Il existe de trés nombreux livres sur la programmation linéaire dont [5], [15],
[18], [10] et [17]. Un chapitre sur ce sujet se trouve également dans [9]. Un livre d’un
abord facile et contenant de nombreux exemples numériques est celui de Miller [14].
Certains sont repris dans le Chapitre 6.

Voyons maintenant comment nous ramener 3 la forme standard si le probleme
n’est pas présenté sous cette forme, c’est—a—dire si, dans le systéme Az = b, certaines
équations sont remplacées par des inégalités. Dans ce cas, m peut étre supérieur 3
n. Cependant, parmi ces m contraintes, il ne peut pas y en avoir plus de n qui soient
des égalités (et, si n contraintes sont de type égalité, les contraintes d’inégalité ne
jouent aucun réle et doivent étre supprimées).

Considérons, par exemple, le probléeme suivant

min f(z) =5z — 3z
Ty — To > 2

2(171 + 3(1)2 < 4

-z + 6332 =10

T 2 0,.’1}2 Z 0.

On se ramene a la forme standard en introduisant, dans les contraintes, des
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variables artificielles positives appellées variables d’écart. Ainsi, en introduisant les
variables d’écart z3 et x4, ce probléme peut se réécrire

min f(z) = 5z, — 3z2 + 023 + 04
T — Tg — T3 =2

20, + 3z + x4 =14
—$1+6£L'2=10

x 2 0,.’L‘2 20,1'3 20,1‘4 20

On est donc ramené a la forme standard.
Soyons plus précis sur la maniére d’introduire les variables d’écart. Supposons
que I'une des contraintes s’écrive

anT1+ -+ QinTn < b;

avec b; > 0. On va introduire la variable d’écart z,; > 0 et, & cause du sens de
I'inégalité, il faut rajouter cette variable (qui est positive) au membre de gauche
pour qu’il devienne égal & b;. La contrainte devient alors

;1% + -+ QnTp + Tngs = b;.

Si la contrainte s’écrit
1T+ -+ AinTn > b;

avec b; > 0, il faut soustraire la variable d’écart z,.; > 0 au membre de gauche pour

qu’il devienne égal & b; et cette contrainte devient
a;1%1 + *** + QinTn — Tnyi = b;.

Si, parmi les contraintes, certaines sont de type égalité et d’autres de type inégalité,
on n’introduira pas de variable d’écart dans les contraintes de type égalité.

On transforme ainsi un programme linéaire avec certaines contraintes de type
inégalité en un programme linéaire n’ayant que des contraintes de type égalité, c’est—
a—dire en un programme linéaire écrit sous forme standard. Ce programme linéaire
se présente donc comme un systeme de m équations a n 4+ m inconnues et, dans le
cas ol toutes les contraintes sont des inégalités, la matrice A devient

an - ap, 1 0 --- 0
A= a1 -+ Gy 01 --- 0 ——y
Qmi *** Qmmn 0 0 -+- 1

Les m derniéres colonnes de cette matrice correspondent aux variables d’écart.

Comme nous I’avons vu plus haut, au moins n — m variables sont nulles en un
sommet. Mais maintenant, le nombre des variables n’est plus n mais n + m. Donc,
en chaque sommet, (n+m) —m = n variables au moins sont nulles. Cette propriété
s’exprime aussi en disant que, en chaque sommet, au plus m variables sont non
nulles.

Remarque 2.2

Dans tout ce qui suit, on supposera toujours, sans restreindre la généralité, que tous
les b; sont positifs ou nuls. Si l'un d’eux est négatif, il suffira de changer tous les
signes de cette inégalité ainsi que son sens.
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Remarque 2.3

Il se peut que certaines contraintes soient inutiles, on parle alors de contraintes
inactives. C’est, par exemple, le cas de la contrainte —5x, — 2x2 < 0 puisqu’elle est
toujours satisfaite V,,zo > 0. Elle peut donc étre supprimée.

De méme, si l’on impose les contraintes 2z, + x2 < 4 et 2z, + 2 < 5, la seconde
peut étre supprimée car elle ne joue aucun réle. Un tel phénoméne peut se produire
sans que ’on s’en apercoive dans les problémes concrets trés volumineur qui sont
difficiles & mettre en équations.

Remarque 2.4

Dans de nombreuses applications, la solution optimale doit étre constituée de nom-
bres entiers. En effet, un nombre d’objets & fabriquer est un nombre entier, un
nombre de camions a utiliser est un nombre entier, etc. On parle alors de program-
mation linéaire en nombres entiers. Il ne faut surtout pas croire que, si la solution
optimale obtenue n’est pas entiére, il suffit de l’arrondir pour obtenir la solution du
probléme. Cherchons par exemple ¢ mazimiser 10x; 4+ 8x5 + 5x3 sous la contrainte
61, + 5z9 + 4x3 < 9. La solution optimale est x; = 1.5,x29 = x3 = 0 alors que la
solution entiére optimale est £; = 0,29 = 23 = 1.

Nous avons vu que la région réalisable d’un programme linéaire est un polyédre
conveze et qu’il eriste toujours un sommet de ce polyédre qui coincide avec une
solution optimale. Or, 4 un probléme de programmation linéaire en nombres en-
tiers, on peut, en général, faire correspondre un ensemble de points d coordonnées
entiéres. L’enveloppe convexe de cet ensemble de points est un polyhédre convexe. Par
conséquent, en déterminant les faces de ce polyhédre, on se raméne d la résolution
d’un programme linéaire. On verra un tel exemple plus loin (Section 2.2, exemple
6).

Cependant, la résolution d’un programme linéaire en nombres entiers est beau-
coup plus complexe que sa résolution en nombres réels. Des algorithmes spécifiques
ont été développés pour cela (voir [15, 20]). Nous n’en parlerons pas ici.

2.2 La modélisation

Pour tout probléme concret, il faut commencer par le mettre en équations, c’est—
a—dire par en effectuer la modélisation. Celle—ci comporte trois étapes

1. identification des variables,
2. formulation des contraintes,
3. définition de la fonction objectif.

Ensuite, il faudra écrire le probleme sous forme standard puis le résoudre par
Palgorithme du simplexe.

Donnons quelques exemples d’une telle modélisation.

2.2.1 Exemple 1

N

Une banque propose 4 sortes de préts a ses clients. Les intéréts annuels que
ceux—ci rapportent a la banque sont
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prét 1: 6%
prét 2 : 8%
prét 3 : 8%
prét 4 : 4%.
Le total des préts que la banque peut accorder est, au plus, de 25 millions d’Euros
mais elle doit se conformer aux régles de gestion suivantes

Regle 1 : les préts 1 doivent représenter au moins 55% du total des préts 1 et 2
accordés et leur montant doit étre d’au moins 25% de la valeur totale de tous les

préts accordés (en Euros),
Regle 2 : les préts 2 ne peuvent dépasser 25% de la valeur totale (en Euros) de

tous les préts accordés,
Régle 3 : le taux moyen des intéréts percus par la banque ne doit pas dépasser

%.

L’objectif est, bien sur, de maximiser le profit de la banque tout en respectant
les contraintes imposées par la gestion de la banque.

Commencons par identifier les variables. Ce qui nous préoccupe c’est le montant
total en Euros des préts des 4 catégories et non pas le nombre de contrats passés
dans chacune d’elles. Soit z; le montant prété (en millions d’Euros) dans la catégorie
i pour i = 1,...,4. Naturellement, ces z; doivent étre positifs ou nuls.

Formulons maintenant les contraintes. La limite supérieure que la banque peut
préter est de 25 millions d’Euros, d’ou la contrainte

T, + Ty + x3 + x4 < 25.

La regle 1 impose que
z1 > 0.55(z1 + z2)

et
T 2> 0.25($1 + 22+ 23+ .'L‘4).

D’apres la regle 2, on doit avoir
z9 < 0.25(z1 + T2 + T3 + T4).

Le total des intéréts percus par la banque sera 0.06z; + 0.08z5 + 0.08z3 + 0.04x4.
Le taux moyen pratiqué par la banque sur ’ensemble des sommes prétées est donc
cette somme totale divisée par z; + x5 + 3 + x4. D’apres la regle 3, il doit étre au
plus égal & 7 %. On doit donc avoir

0.06z;, + 0.08z5 + 0.08z3 + 0.04z4 < 0.07(.’L‘1 + o+ 23 + .'1,‘4).
L’objectif est le maximiser le gain de la banque, c’est-a—dire de maximiser

f(z) = 0.06z; + 0.08z2 + 0.08z3 + 0.04x,.

2.2.2 Exemple 2

Un atelier de confection peut fabriquer en série deux modeéles de chemises. Le
premier modele nécessite 1 metre de tissu, 4 heures de travail et il rapporte 24
Euros. Le second modele réclame 1.5 metre de tissu, 2 heures de travail et rapporte
16 Euros. Chaque jour, P’atelier dispose de 150 meétres de tissu, travaille 400 heures
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et vend toute sa production. La question est de savoir combien il faut fabriquer de
chemise de chaque modeéle pour maximiser le bénéfice.

Modélisons d’abord ce probléme. Soit z; et x5 les nombres respectifs de chemises
du premier et du second modele. Naturellement, ces deux quantités doivent étre
positives. La fonction objectif & maximiser (le bénéfice) est f(z) = 24z; + 16z,.
La contrainte concernant le tissu (la longueur totale de tissus pouvant étre utilisé)
s’écrit z; + 1.5z < 150. La contrainte sur le temps total de travail des ouvriers
est 4z; + 2z, < 400. Dans le plan (z1,25), la fonction objectif est représentée par
une droite de pente —3/2, la premiére contrainte par une droite de pente —2/3 et
la seconde contrainte par une droite de pente —2. Les deux contraintes se coupent
au point (z; = 75,2z, = 50). Si 'on déplace la droite qui représente la fonction
objectif en lui conservant toujours la méme pente, son point d’intersection avec la
région réalisable qui correspond & la plus grande valeur pour la fonction objectif se
situe au point (75,50). En ce point, le bénéfice atteint son maximum qui sera de
24 x 75+ 16 x 50 = 2600.

T2

— 4z; + 2z = 400

N\ f(z) =1184

Cet exemple provient du site web réalisé par Beuneu [2].

2.2.3 Exemple 3

Voici un exemple connu sous le nom de probléme du consommateur, voir [5]. On
peut acheter 4 types d’aliments dont les teneurs en calories et en vitamines ainsi
que les prix au kilo sont donnés par le tableau

type 1 | type 2 | type 3 | type 4
calories 2 1 0 1
vitamines 3 4 3 5
prix 2 2 1 8

On cherche & obtenir, au moindre cofit, une teneur minimale en vitamines de 7 et
au moins 12 calories.

Soit z; le poids d’aliment ¢ acheté (i =1,...,4). Le coiit est donc donné par

f(z) = 221 + 229 + z3 + 8z4.
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Pour la teneur en vitamines, on veut donc avoir
3331 + 4:1,‘2 + 31‘3 + 53.’?4 Z 7
et, pour les calories,
21, + x9 + x4 > 12.

La différence avec I’exemple précédent est que, ici, la région réalisable n’est plus
bornée. Cependant, bien que cela ne soit pas toujours le cas avec une région réalisable
non bornée, Ce probléme admet au moins une solution.

Dans le plan (z,, 7o), ¢’est—a—dire en prenant 3 = x4 = 0, on a la Figure suivante

fvz
\u
2T+ 20 = 12
U
\\ \ o

Un vendeur concurrent veut s’approprier le marché avec deux types d’aliments,
I et II, dont les teneurs en calories et vitamines par unité de volume sont données
par le tableau

type I | type II
calories 1 0
vitamines 0 1

L’objectif de ce concurrent est d’offrir la plus grande quantité possible de calories
et de vitamines & un prix inférieur ou égal. Il recherche donc les quantités y; et y»
de ses deux produits telles que

mélx 12y, + Ty
2y; +3y2 < 2
Y1 +4y2 <2
3y2 <1

Y1 +5y2 <8
Y1,y2 2 0.

Si nous posons

A=

/N
w N
NS
w O
[
N——
o
I
/N
—
~ o
N——
o
]
o - NN
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alors le probléme du consommateur et de son concurrent s’écrivent respectivement

min f(z) = (z,¢) max (y,b)
Ax >b ATy <ec.

C’est un exemple de ce que ’on appelle la dualité en programmation linéaire. Ce
concept sera étudié dans le Chapitre 5.

2.2.4 Exemple 4

Un cas particulier important dans le contexte industriel est le probléme du trans-
port.

On a m usines (points de production) qui doivent fournir un certain produit &
n clients (points de consommation). L'usine ¢ (¢ = 1,...,m) fabrique a; unités du
produit et le client j (j = 1,...,n) en veut b; unités. Le cofit de transport d’une
unité de produit de l'usine 7 au client j est notée c¢;;. On appelle z;; la quantité de
produit transportée de I’'usine 7 vers le client j.

Le probléme consiste a trouver les quantités z;; qui permettent a la fois d’écouler
la production et de satisfaire les clients tout en minimisant le coit total du transport.

On a donc le programme linéaire suivant

m n
min ) ) ¢ijij

i=1j=1

n
2x¢j=ai, t1=1,...,m
=1

m
Ewijzbj, j=1,...,n

i=1

IL'ijZO, i=1,...m, ]=1,,n

Pour faciliter sa résolution, on présentera les données de ce probleme sous la
forme suivante

Ci1 C2 **° Cip || Q1
Ca1 C2 =+ Cop || G2

Cnl Cm2 °°° Cmn || Om
by by -+ by

Chaque colonne de la matrice des c;; représente un client différent alors que
chaque ligne se rapporte & un certaine usine. La derniére colonne (celle des a;) est
celle de la production de chaque usine tandis que la derniére ligne (celle des b;)
regroupe les demandes de chacun des clients.

Donnons un exemple de probléme de transport [18].

Un constructeur automobile posséde trois usines situées & Paris, Strasbourg et
Lyon. Les métaux nécessaires a la fabrication des automobiles arrivent dans les ports
du Havre et de Marseille. Les quantités hebdomadaires de métal nécessaires a chaque
usine sont respectivement de 400, 300 et 200 tonnes. La quantité hebdomadaire qui
en arrive au Havre est de 350 tonnes et elle est de 550 tonnes & Marseille. Les coiits
de transport par tonne d’un port & une usine sont donnés dans le tableau suivant
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| | Paris | Strasbourg | Lyon |
Marseille 5 6 3
Le Havre 3 ) 4

Ce tableau signifie donc que ’envoi de x tonnes de Marseille & Strasbourg cotite
6z Euros.

Le probléme consiste & trouver quel est le poids de métal a envoyer & chaque
usine depuis chaque port afin que

1 — chaque usine regoive, au moins, la quantité de métal qu’elle demande,

2 — les quantités demandées & chaque port n’excédent pas les quantités dispo-
nibles,

3 — le coiit total du transport soit minimum.

Nous allons désigner par z;; (nombre positif ou nul) le tonnage de métal envoyé
depuis le port 7 jusqu’a 'usine j. L’indice ¢ = 1 correspondra au port de Marseille,
tandis que 7 = 2 sera utilisé pour le port du Havre. L’usine de Paris correspondra a
j =1, celle de Strasbourg & j = 2 et celle de Lyon & j = 3.

On a donc, pour les contraintes concernant la demande de chaque usine,

T11 + 201 > 400

T12 + Too 2 300
T13 + To3 _>_ 200.

Les contraintes sur les ports sont

11 + x12 + 213 < 550
T, + Tog + Tag < 350.

Il faut rendre minimum la quantité
511 + 6215 + 3713 + 3T + 5Too + 4xo3.

Naturellement, un probléme de transport est beaucoup plus complexe dans la
réalité, c’est—a—dire qu’il comporte un nombre de variables et de contraintes beau-
coup plus important.

2.2.5 Exemple 5

Un agent immobilier a deux appartements a vendre. Il a acheté le premier 100 K
Euros et le second 150 K Euros. Ala revente, il ne veut perdre de ’argent sur aucun
appartement et il veut que le prix total de la vente des deux appartements soit au
minimum supérieur de 20% au prix total d’achat. La plus—value réalisée est taxée
4 30% pour le premier appartement et & 40% pour le second. Le total des imp6ts
payés au titre de la plus—value ne doit pas dépasser 10% du total de la vente.

Quel prix de vente ’agent immobilier doit—il demander pour chaque appartement
afin de maximiser son bénéfice apreés imp6t ?

Soient z; et z2 les prix de vente (en K Euros) de chacun des deux appartements.
La premieére contrainte & respecter est
100
150.

z1

v v

T2
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Ensuite on doit avoir
z1 + 2 > 1.2(100 + 150).

Les plus—values respectives sont de z; — 100 et z; — 150. Les imp6ts sur chaque
appartement seront par conséquent

0.3(z1 — 100)
0.4(z2 — 150).

On veut que
0.3(z; — 100) + 0.4(z, — 150) < 0.1(z; + z2)

c’est—a—dire

Le profit qu’il faut maximiser est donc de
f(z) = (z1 —100) — 0.3(z; — 100) + (z2 — 150) — 0.4(z2 — 150) = 0.7z1 + 0.6z — 160.

On pourra vérifier que les sommets du domaine réalisable sont A = (100, 200),
B = (150, 150), C = (100, 700/3) et D = (450/2,150). En ces points on a f(A) = 30,
f(B) =35, f(C) =50et f(D) = 87.5. Le maximum de la fonction objectif est donc
obtenu en D.

2.2.6 Exemple 6

Donnons maintenant un exemple de programmation linéaire en nombres entiers.

Un laboratoire pharmaceutique fabrique un sirop. Pour cela, il utilise deux consti-
tuants o et 8 qu’il regoit par flacons d’un litre.

Le sirop est constitué d’au moins 35% de a et de 55% de 8. On compléte par de
Pexcipient dont on ne tient pas compte. Les produits a: et 3 sont traités dans deux
machines qui ne peuvent, chacune, fonctionner que 50 heures par semaine au plus.
Le traitement d’un litre de produit o nécessite 1'utilisation de la premiere machine
pendant 1 heure et de la seconde pendant 2 heures. Pour §, il faut disposer de
la premiére machine pendant 2 heures et de la seconde pendant 1 heure. Chaque
semaine, le laboratoire ne dispose, au plus, que de 32 litres des produits a et 8 au
total. Les prix d’achat par litre de a et 8 sont respectivement de 40 et de 70 Euros.
Le sirop est vendu 20 Euros par flacon de 10 cl.

On veut connaitre les nombres z, et x5 de litres de « et 3 a traiter par semaine
pour maximiser le bénéfice.

La premiére contrainte sur le pourcentage du produit o dans la composition du
sirop est
x> 35%(1?1 + 332)

c’est—a—dire
13z — Tz2 = 0.

La seconde contrainte concernant le pourcentage du produit 5 est
T Z 55%(1‘1 + .’L‘2)

c’est—a—dire
11.’171 - 91122 S 0.
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Les contraintes sur les durées d’utilisation des machines conduisent a

2z1 + xz9 < 50
x + 2.’L‘2 S 50.

La contrainte sur la quantité de produits disponible s’écrit
1+ x9 < 32.

Le bénéfice hebdomadaire (4 maximiser) est (puisqu’il y a 10 flacons de 10 cl

dans un litre)
f = 200(1‘1 + .’13'2) - 40.’1?1 - 70.’172

Les sommets de la région réalisable sont O = (0,0), A = (14,18), B = (72/5,
88/5) et C = (350/33,650/33). La solution ne peut étre ni en B ni en C puisqu’un
nombre de litres est forcément un nombre entier. La solution entiére optimale est
donc obligatoirement atteinte en A. Le bénéfice correspondant est de 4580 Euros. On
a f(B) = 4592 et f(C) = 140500/33 ~ 4257.6. On voit que le point A ne correspond
pas au maximum de la fonction objectif lorsque ’on permet a z; et x2 de prendre des
valeurs non entiéres (ce maximum se situe en B). Cependant, dans cet exemple, il
n’a pas été nécessaire d’utiliser une technique spécifique de programmation linéaire
en nombres entiers car un et un seul des sommets de la région réalisable était entier.
Ca n’est plus le cas si nous remplagons 32 par 31.

2.2.7 Exercice

A titre d’exemple supplémentaire, on propose ’exercice suivant tiré de [18].
Une usine fabrique 4 types de postes de télévision

M1 : portatif noir et blanc

M2 : standard noir et blanc

M3 : standard couleur

M4 : couleur de luxe.
Chaque poste doit passer dans deux ateliers : montage et test. Les durées de

montage et de test sont données dans le tableau (en heures)

M1 | M2 | M3 | M4

Montage || 8 | 10 | 12 | 15
Test 2 2 4 5

L’atelier de montage travaille au plus 6000 heures par mois et celui de test 1500.
Chaque mois ’entreprise dispose de 450 transformateurs, de 300 tubes couleur et
d’un nombre illimités de tubes noir et blanc. Il faut un transformateur par poste,
qu’il soit noir et blanc ou couleur.

Les profits réalisés sur chaque type de poste sont de 40, 60, 80 et 100 Euros
respectivement. L’entreprise veut maximiser son profit.

Modéliser ce probléme et 1’écrire sous forme d’un programme linéaire.






Chapitre 3

SOLUTION GRAPHIQUE ET ALGORITHME DU SIMPLEXE

La méthode du simplexe a été introduite par George B. Dantzig en 1947 [6]. Elle
permet de résoudre les problemes de programmation linéaire.

Comme il est d’usage, nous distinguerons la méthode du simplexe qui permet de
résoudre un probléme de programmation linéaire écrit sous une forme quelconque
(c’est—a—dire avec des contraintes du type égalité ou inégalité) de 1'algorithme du
simpleze qui suppose que le probléme est donné sous sa forme standard (c’est—a-
dire uniquement avec des contraintes de type égalité).

Nous allons d’abord montrer, sur un exemple, comment obtenir graphiquement la
solution d’un programme linéaire puis nous montrerons comment transformer cette
résolution graphique en termes algébriques afin de déboucher sur l’algorithme du
simplexe. Puis, sur d’autres exemples, nous formaliserons de plus en plus les régles
de I'algorithme du simplexe pour arriver jusqu’a sa théorie qui sera exposée en détail
dans le Chapitre 4.

3.1 Solution graphique

Nous supposerons le probléme écrit sous forme de la maximisation de la fonction
objectif.
Soit le programme linéaire [22]

max f(z1,z2) = 2z + 322
T + 2.’L‘2 < 8

311?1 + 21‘2 < 12
z1,T2 > 0.

La région réalisable est celle délimitée par 'origine O = (0,0) et les points
A=(0,4), B=(2,3) et C = (4,0).
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T2

CN e T

A Taide des variables d’écart x3 et x4, le programme linéaire s’écrit sous forme

standard
T3 +2z,+23 = 8

31+ 220 +x4 = 12 (31)
-2z, -3z +f = 0.

Observons que z3 = 0 sur AB qui est un segment de la droite z; + 2z, = 8 et
que z4 = 0 sur BC qui appartient a la droite 3z; + 223 = 12. De plus, z; = 0 sur
OA et o = 0 sur OC. Ainsi on voit qu’une variable est nulle sur chaque segment
(aréte) de la frontiére de la région réalisable.

Examinons maintenant la valeur de chaque variable aux sommets de cette région
réalisable. En O on a z; = 75 = 0, z3 = 8 et x4 = 12. Le sommet A se situe a la
fois sur OA et sur AB. Donc, en A, £; = 3 = 0. En substituant ces valeurs dans
les contraintes, on trouve qu’en A, zo = 4 et 4 = 4. De la méme fagon, en B on a
T, =2, o = 3 et z3 = x4 = 0. Enfin, pour le point Conaz; =4,z =0, 23 =4
et x4 = 0.

On observe donc, qu’en chaque sommet, certaines variables sont nulles tandis
que d’autres ne le sont pas. Nous avons la

Définition 3.1
Les variables non nulles s’appellent les variables de base et les variables nulles les
variables hors base.

On peut résumer ce que nous savons pour l'instant dans le tableau suivant

sommet coordonnées variables de base | variables hors base
(#0) (=0)
0 T 20,.’122:0,1'3:8,.’34:12 T3,%4 T1,T2
A T =0,29 =4,23=0,24 =4 To, T4 Tq,23
B .’171:2,1‘2:3,.’173:0,11}4:0 1,2 T3,T4
C T1=4,2o=0,23=4,24 =0 T1,T3 To, T4
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On va démarrer 'algorithme & partir d’'un sommet réalisable (c’est—a—dire qui
appartient & la région réalisable), O dans notre cas, et ensuite passer & un sommet
adjacent afin d’avoir une augmentation de la valeur de la fonction objectif f. On
verra plus loin comment trouver, au départ, un sommet réalisable si ’origine n’en
est pas un.

Le tableau initial du simplexe (qui sera défini dans la Section suivante) corres-
pondra 4 la situation en ce sommet initial O et les tableaux suivants correspondront
aux sommets qui seront choisis ultérieurement. On va examiner chaque sommet pour
voir s’il correspond & une solution optimale. Si ¢a n’est pas une solution optimale, il
faudra décider quel sera le sommet suivant. Nous allons d’abord développer les ou-
tils qui permettre de mettre en ceuvre cette procédure géométriquement, puis nous
la traduirons en termes algébriques. Bien entendu, I’avantage de cette traduction
algébrique est quelle peut se programmer sur ordinateur. Ca sera 1’algorithme du
simpleze.

On part donc de O, sommet réalisable. En ce point f vaut 0. Il faut d’abord
savoir s’il est nécessaire d’aller explorer un autre sommet voisin. Il y a deux sommets
adjacents & O qui sont A et C. Si’on se déplace le long de O A, on trouve que z; =0
et f = 2x; + 3z, augmente de 3 & chaque fois que z, augmente de 1. D’un autre
coté, si 'on se déplace sur OC, on a z3 = 0 et f augmente de 2 a chaque fois que
augmente de 1. Puisque f augmente plus rapidement le long de O A, on sélectionne
ce segment et A devient la nouvelle solution réalisable & examiner. En A, f =12 ce
qui est effectivement une augmentation de f par rapport a sa valeur en O.

Etudions maintenant si A est optimal ou non. En O, f s’exprimait en fonction
des variables hors base z; et z2. Ecrivons maintenant la valeur de f en A a Paide
des variables hors base z; et z3. Pour cela, on remplace, dans l’expression de f, z,
par son expression obtenue & I’aide de la premiére contrainte de (3.1), c’est—a—dire
Ty = 4—(z,413)/2. Cette substitution nous permet d’écrire f = 12+x,/2—3z3/2. A
partir de A, si I’on se déplace le long de AB (qui est la seule direction de déplacement
possible), alors z3 = 0 et f augmente de 1/2 pour une augmentation de 1 en z;.
Puisque f augmente, nous allons en B. La valeur de f en B est de 13, ce qui est
une augmentation par rapport 3 sa valeur en A.

On doit maintenant déterminer si B est une solution optimale. Les variables hors
base en B sont z3 et z4. Exprimons f en fonction de ces variables. Pour ce faire,
résolvons, en fonction de z; et x5, le systéme linéaire formé par les deux premiéres
équations de (3.1). On obtient z; = 2+ 3/2 — 14/2 et zo = 3 — 3x3/4+ 4/4. Ainsi
f peut s'écrire f = 13 — 5x3/4 — x4/4. Si l'on se déplace le long de BC' & partir de
B, x4 = 0 et f décroit de 5/4 lorsque z3 augmente de 1. Par conséquent, f atteint
sa valeur maximale en B et ce maximum vaut 13.

On a souvent tendance & penser que la solution optimale se situe toujours au
sommet de la région réalisable qui est le plus éloigné de ’origine. C’est faux. En
effet, si c’était vrai, cela signifierait que le sommet optimal est indépendant de la
fonction objectif. Soit, par exemple, le programme linéaire

2, + 22 < 2
max f = ax; + fx,.

La région réalisable est délimitée par le triangle de sommets O = (0,0), A = (0, 2)
et B=(1,0).Ona f(O) =0, f(A) =28 et f(B) = a. Donc, sia = 8 = 1, Poptimum
est atteint en A, tandis qu’il se trouve en Bsia =3 et 8 = 1.
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3.2 Le tableau du simplexe

On a I'habitude de regrouper les données d’un programme linéaire dans un ta-
bleau appelé tableau du simplexe et de travailler sur ce tableau jusqu’a 1’obtention
de la solution optimale par la méthode du simplexe.

Considérons le programme linéaire

max f =c1&1 + -+ + pZp + b1
sous les contraintes

any+ -+ a1, < by

1Ty + -+ GnTn < by

En général b,,,1 = 0. Cependant nous introduisons ici ce second membre supplé-
mentaire car, lors de la recherche d’un point de départ réalisable (voir Section 3.5),
nous pourrons avoir besoin d’un b,,4; non nul.

La relation qui permet de calculer la valeur de la fonction objectif sera écrite
sous la forme

—C1X1 — ** — CpTy + f = bm+1-
Introduisons maintenant les variables d’écart =541, . - . , Zn4m- Puisque nous avons
supposé que toutes les inégalités étaient des majorations par by, ..., by, le coefficient

correspondant & chaque variable d’écart est +1. Si certaines inégalités avaient été
dans 'autre sens, on aurait mis un coefficient —1 pour la variable d’écart correspon-
dante. On peut également se ramener & un signe d’inégalité ayant le sens ci-dessus
en multipliant par —1 les inégalités de sens contraire et en prenant un coefficient +1
pour toutes les variables d’écart.

Le tableau initial du simplexe est donc

©1 o G Zw o Taem|f] b | base
ap - a1 - 0 O by || Zpp
aml *°° Ompn 0 to 1 0] b || Tnim
—C1 - —Cp O e O 1 bm+1 f

La derniére colonne contient les noms des variables de base. Ici, ces variables de
base sont Zny1,...,ZTn+m, Ce qui ne restreint pas la généralité puisqu’il est toujours
possible de se ramener a ce cas en changeant la numérotation des variables.

L’expression des contraintes et celle de la fonction objectif se lisent directement
sur ce tableau. C’est 14 son intérét. En effet, on multiplie chaque coefficient par la
variable située au dessus dans la premiére ligne. On a donc

a11x1+---+a1nxn+xn+1 = bl

0m1Z1 + -+ GnTn + Tnam = by
—aZ1 = —CZat [ = bma.
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Au fur et & mesure des étapes de I’algorithme du simplexe, ce tableau se trans-
formera en un tableau plus complet de la forme

Ty - Tnp Tn+1r ' Tp4m I f ! b | base
a;; cc Qn AQp41 0t Qindm 0 by

0ml " Ompn Amp+l °°° Omap+l 0 b

—¢1 +*+ —Cn —Cn41 ** —Cagm | Cntm+1 | bmt1 f

La derniére colonne contient le nom des variables de base. Nous ne les avons pas
indiquées ici mais nous verrons plus loin comment elles sont déterminées. Ce tableau
se lit comme suit

a1Ty + -+ QnZn + G pt1Zng1 + 0 F CmgnTaam = b
Am1Z1 + -+ CGpnTn + Ompt1Tnsl + 0 ° + Am4nZnim = bm
—C1T] — = CpTn — Cn41%nt1 — *** — CngmTngm + CngmsrfS = bnim.

3.3 L’algorithme du simplexe

Traduisons maintenant en termes algébriques ’approche graphique expliquée
précédemment. La solution réalisable initiale est O, les variables de base sont z3
et x4 et leurs valeurs respectives en O sont 8 et 12. La valeur de f en O est 0. Le
tableau initial du simplexe est donc

T T2 T3 z4|f| b base
1 2 1 0|0]| 8| =z3
3 2 0 1(0(12| =4
2 =3 0 o[1| 0| f

La derniére colonne fournit les noms des variables de base au point ou l'on se
trouve, c’est-3—dire, dans notre cas, au point O. Connaissant les variables de base,
les variables hors base sont également connues.

La discussion géométrique nous a montré que O n’était pas une solution optimale
et nous a conduit vers A. En O, les variables de base sont z3 et x4 et, en A, elles sont
Zo et 4. Quand on va de O & A, z, remplace 3 comme variable de base. On dit
que z3 est la variable sortante (elle sort de la base) et que z, est la variable entrante
(elle y entre). La variable entrante correspondant a la plus grande augmentation de
f, qui est 3. Dans le tableau précédent, cela correspond a la valeur la plus négative
dans les colonnes de la derniére ligne qui correspondent aux variables i, ..., z4.
Cela nous permet de sélectionner la variable entrante z,. Si cela n’est pas possible,
c’est—a—dire si la derniére ligne du tableau ne comporte pas de valeur négative dans
ses n + m premiéres colonnes, cela signifie que la solution optimale a été obtenue
puisqu’il n’y a plus de variable entrante.

11 faut maintenant trouver la variable sortante qui, en allant de O a A, sera 3.
Les deux premieres lignes du tableau correspondent aux équations

T+ 22 +x3 = 8
3z1 +2x9+ 24 = 12.
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Sur OA, z; = 0 et les équations précédentes donnent donc
Ir3 = 8 — 2.%'2
Ty = 12— 2x,.

Puisque z3 > 0 et z4 > 0, la valeur maximale que x5 peut prendre pour respecter
ces contraintes est T2 = 4, ce qui donne z3 = 0 et z; = 4 (au point A). Donc z3
est la variable sortante et devient une variable hors base. On voit que la raison
pour laquelle z3 arrive & la valeur 0 avant z4 est que 8/2 < 12/2. Dans le tableau
du simplexe, cela revient a diviser, dans les deux premieres lignes, 1’élément de la
derniére colonne par ’élément de la colonne qui correspond & la variable entrante.
La ligne qui donne la plus petite valeur fournit la variable sortante, ici z3.

Nous avons donc maintenant une procédure de sélection des variables entrante
et sortante. Transformons maintenant le tableau du simplexe en un tableau ayant
T, et x4 comme variables de base.

Dans (3.1), observons que les variables =3 et x4 n’apparaissent chacune que dans
une seule équation et que le coefficient correspondant est toujours 1. C’est pour
cette raison que, en O = (0,0), nous avons z3 = 8 et z4 = 12. De plus, le fait que
la derniére équation ne fasse intervenir que f et des variables hors base entraine
que son membre de droite soit égal & 0. Ce sont ces mémes caractéristiques que 1’on
doit reproduire pour obtenir le tableau du simplexe pour le sommet A en fonction
des variables de base x5 et z4. Il s’obtient en choisissant comme pivot ’élément qui
se trouve dans la colonne de la variable entrante et dans la ligne de la variable
sortante. On se sert de ce pivot pour que cet élément se transforme en un 1 et que
les autres éléments de la méme colonne deviennent des 0 (c’est-a—dire que 1’on va
éliminer la variable entrante de toutes les lignes sauf de celle qui correspond a la
variable sortante). Pour cela, on commence par diviser la premiere ligne L; (celle
du pivot) par le pivot. Puis on la multiple par 2 et on la soustrait de la ligne 2. Un
zéro apparait dans la seconde colonne de la ligne 2. On multiplie ensuite la premiére
ligne par —3 et on la soustrait de la troisieme ligne. On obtient un zéro dans la
seconde colonne de la ligne 3. Cette procédure correspond en fait 4 la méthode de
Gauss—Jordan décrite dans I’Appendice.

On a ainsi la suite de tableaux

Ty To X3 T4 | f l b ” base Ty Ty T3 T4 I f | b ” base
1 2 1 0|0 8| z3 1/2 1 1/2 0|0(8/2| =z
3 2 0 1(0]12| =4 3 2 0 1(0] 12| z4

-2 -3 0 o0j1y7 0| f -2 -3 0 0]1 off f

et le nouveau tableau du simplexe est
Ty To T3 T4 [ fi b || base
1/2 1 1/2 0|0 4| =z
2 0 =1 1|0 4| z4
-1/2 0 3/2 o|1]|12 f

Vérifions que ce tableau correspond bien au systéme d’équations qui donne z, =
4, x4 = 4 et f = 12 si l'on prend z» et x, comme variables de base. D’apres le
nouveau tableau du simplexe, ces équations sont
z1/2+ 2+ 23/2 = 4
201 — T3 —x4 = 4
—z1/2+3z3/2+ f = 12.
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Les variables z; et 3 sont hors base. En leur donnant la valeur 0, on obtient
bien z, = 4, z4 = 4 et f = 12. On a donc bien obtenu un tableau qui correspond au
sommet A.

On recommence la méme analyse & partir de ce tableau. A cause de la valeur
négative —1/2 de la derniére ligne, la valeur f = 12 n’est pas la solution optimale.
La nouvelle variable entrante est z; & cause du signe négatif dans cette colonne (c’est
le seul). La variable sortante est x4 puisque 4/2 < 4/(1/2). On obtient

T, T2 x3 x4| f| b base

1/2 1 1/2 0]0[ 4 =

2 0 -1 1|0f 4| x4

-1/2 0 3/2 O0|1|12| f
La variable entrante z; remplace z; dans la seconde ligne et ’on a les tableaux
T, T T3 T4 | f b || base T T T3 z4 | f| b base
12 1 1/2 0|0 4] = 0 1 3/4 —1/4[0] 3] =
1 0 -1/2 1/2|0|4/2]| =z, 1 0 —1/2 1/2|0]| 2| =
-1/2 0 3/2 0|1} 12| f 0 0 5/4 1/4{1({13| f

Puisque la derniére ligne ne comporte aucun élément négatif dans les colonnes 1
a 4, on a donc obtenu le tableau final. Les variables de base sont x; et x5 et elles ont
respectivement les valeurs 2 et 3. C’est la tableau du sommet B. La valeur optimale
de f est 13. C’est le maximum qui peut étre atteint sous les contraintes imposées.

Remarque 3.2

Choisir comme variable entrante celle qui donne la plus forte augmentation de la
fonction objectif n’est pas forcément le meilleur choiz et il peut conduire & plus
d’itérations. Quand on a le choiz entre plusieurs variables entrantes, sélectionner
celle qui fournit le pivot le plus grand permet souvent d’avoir une plus grande stabilité
numérique de ’algorithme. D’autres choiz existent dans la littérature et ils donnent
lieu & des variantes de Ualgorithme du simpleze (voir, par ezemple, [18, p. 165]).

Remarque 3.3
Un probléme qui peut se révéler important lorsque ’on programme ’algorithme du
simpleze est la propagation des erreurs dues & larithmétique de l’ordinateur. En
effet, on a vu que la solution optimale était obtenue lorsque la derniére ligne du
tableau du simplexe ne contenait plus de quantité négative. Il se peut cependant que
toutes ces quantités soient positives mais que certaines d’entre elles soient trés voi-
sines de zéro. Leur signe est, par conséquent, incertain et il se peut que la solution
optimale n’ait pas été atteinte. On peut remédier & ce genre de probléme en rem-
plagant le zéro par un petit intervalle le contenant. On peut également utiliser une
arithmétique d’intervalles ou une arithmétique stochastique. On pourra trouver des
informations sur ces questions, qui dépassent le cadre de cet ouvrage, dans [8].

Dans les problémes concrets, il arrive souvent que la matrice A ne comporte
qu’un trés faible pourcentage d’éléments non nuls. On dit qu’elle est creuse. Si elle
reste creuse aux étapes successives de l’algorithme du simplexe, il est possible de
diminuer le nombre d’opérations arithmétiques de fagcon importante. Les codes de
programmation linéaire doivent tenir compte de cette possibilité.

De fagon générale, I’écriture d’un code performant pour l’algorithme du simplexe
présente de grandes difficultés qui ne se décélent pas a l’énoncé de lalgorithme.
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3.4 Exemples

Ces exemples sont empruntés & [22]. Dans tous les exemples de cette Section,
nous supposerons que les variables hors base sont z;,...,z, et que celles de base
sont Tpii,-.-..,%Tntm, Cest-a—dire que l'origine z; = --- = z, = 0 est un point
réalisable. Ce cas se présente toujours lorsque toutes les contraintes s’expriment
avec le signe inférieur ou égal. Nous verrons, dans la Section 4.5.3 ce qu’il y a lieu
de faire si ce n’est pas le cas.

3.4.1 Exemple 1

Une compagnie fabrique deux types de calculateurs de poche : Ordl et Ord2.
Cela prend 5 heures pour fabriquer Ordl et 2 heures pour Ord2. Les ouvriers de
la compagnie travaillent au total 900 heures par semaine. Le coilit de fabrication
de Ord1 est de 8 Euros et celui de Ord2 est de 10 Euros. Le total du financement
hebdomadaire que la compagnie peut investir est de 2800 Euros. Le profit sur chaque
Ord1 est de 3 Euros et il est de 2 Euros pour Ord2.

Combien faut-il fabriquer de calculateurs de chaque type par semaine pour maxi-
miser le profit 7

On voit donc que la compagnie doit faire face & deux contraintes, ’'une sur le
temps et ’autre sur ’argent. Commencons par mettre ce probleme en équations.

Nous appellerons z; le nombre de Ordl a fabriquer et z; le nombre de Ord2.
Naturellement, z; et z sont non négatifs.

Le nombre d’heures pour fabriquer z; Ord1 est de 5z, et celui pour fabriquer z,
Ord2 est de 2z5. Le temps total est donc de 5z, + 2x5 heures. Comme 900 heures
sont disponibles par semaine, on doit donc avoir

5.'1?1 + 2.’L‘2 S 900.

Considérons maintenant les contraintes financiéres. Le cotlit de fabrication de z;
Ord1 est de 8z; Euros. Celui de fabrication de zo Ord2 est de 10z, Euros. Le coiit
total de production est donc de 8z; + 10z, Euros. Puisque ’on ne peut dépenser
que 2800 Euros, on doit donc avoir

8z + 10z, < 2800.

En ce qui concerne le profit, il est de 3z, pour Ordl et de 2z, pour Ord2, soit
un total de
f(z1,22) = 321 + 225.

Il nous faut maintenant trouver les nombres entiers z; et ro qui maximisent
f(z1,z2). Nous avons donc abouti au probléeme de programmation linéaire suivant

max f(zy,22) = 321 + 22
51 + 2z5 < 900

8z + 10z5 < 2800

Z1,T2 Z 0.

Recherchons d’abord graphiquement la région réalisable U. Il faut trouver dans
quelle région du plan se trouvent les couples (z1, z2) qui satisfont les contraintes. On
considere le quart du plan ol z; et x5, sont positifs (c’est—a—dire dans I'intersection du
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demi plan z; > 0 avec le demi plan z, > 0). Les couples qui vérifient 5z, 42z, < 900
se situent sur et en dessous de la droite 5z; + 2z, = 900 (c’est un demi plan). Pour
savoir s'il faut se placer en dessous ou au dessus de cette droite (c’est-a—dire dans
lequel des deux demi plans délimités par cette droite), il suffit de calculer 5z; + 2z,
pour des valeurs quelconques de z; et x> (par exemple z; = z2 = 0) et de voir de si
la contrainte est satisfaite ou non, c’est—a—dire de quel c6té de la droite on se trouve.
De méme, les points qui satisfont 8z; + 10z, < 2800 sont sur et en dessous de la
droite 8z; + 10z, = 2800. La région réalisable est constituée des points qui satisfont
I’ensemble des contraintes, ¢’est—a—dire ceux qui sont situés dans l'intersection de
tous ces demi plans. Cette région est un polyhédre convexe.

T2
A
450
D
B
U
» T1
o\ 350N
Dans notre exemple, nous avons
A = (0,280) £(0,280) = 560
B = (100,200) f(100,200) = 700
C = (180,0) £(180,0) = 540
D =(0,0) £(0,0) = 0.

La solution optimale est en B, c’est—-a—dire 100 Ord1 et 200 Ord2, ce qui donne
un profit hebdomadaire de 700 Euros.

Bien entendu, dans les problémes réels qui comportent un grand nombre de
variables, il n’est pas possible d’examiner successivement tous les sommets comme
nous venons de le faire. La résolution graphique du programme linéaire est alors
remplacée par la méthode du simplexe. Nous allons expliquer cette méthode sur
P’exemple en cours.

Nous allons d’abord introduire les variables d’écart z3 et x4 afin de transformer
nos inégalités en égalités. Nous obtenons

51 + 222 +x3 = 900
8x1 +10zy + 24 = 2800.
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Ecrivons la fonction objectif sous la forme

—-3z1 — 2z + f =0.

Le probléme consiste maintenant & trouver la solution du systéme

5.’131 + 21}2 + x3 + 01’4 + Of B 900
8£L'1 + 10(1!2 + 01‘3 + T4 + Of = 2800 (32)
-317, — 2z5 4+ O0zx3 + O0zy + f = 0

de sorte que f soit le plus grand possible et sous les contraintes z, 2, 3,24 > 0.
Le programme linéaire a donc été reformulé sous la forme d’un systeme linéaire avec
contraintes de non négativité sur les variables. Il consiste en 3 équations & 5 variables
et posseéde donc plusieurs solutions réalisables dans la région ou les contraintes sont
satisfaites. La solution optimale se trouve parmi ces solutions réalisables et nous
allons maintenant la rechercher par I’algorithme du simplexe. Cet algorithme est
basé sur la méthode de Gauss—Jordan avec pivotage partiel (voir I’Appendice).

Formalisons maintenant un peu plus ’algorithme du simplexe tel qu’il a été

exposé auparavant. Il consiste en les étapes suivantes

1. écrire la matrice A = (a;;),i=1,...,met j =1,...,n, du programme linéaire

mis sous forme standard et augmentée d’une colonne (0,...,0,1)% (qui corres-
pond & la fonction objectif f considérée comme une variable supplémentaire)
et de son second membre ainsi que de la ligne correspondant a la fonction ob-
jectif. C’est le tableau du simpleze. Si les m contraintes sont de type inégalité,
il a m + 1 lignes et n + m + 2 colonnes. Chaque colonne correspond & l'une
des variables et la derniére colonne comporte les noms des variables de base
(supposées étre ici Zp41,- - -y Tntm)

Ty =+ Tp Tpyl  Tpym f b ' base
app -+ Qin 1 ce 0 0b1 | ZTnpa
Am1 **° OGmp 0 to 1 0| b || Tnim
- - —¢, 0 -+ 0 |10 f

Les variables hors base sont celles qui interviennent dans 1’expression de f.
Dans chaque ligne, le nom de la variable de base qui lui est associé (donné
dans la derniére colonne) est celui qui correspond & la colonne de la variable
(qui n’est pas hors base) ayant un coefficient égal & 1,

. localiser I’élément négatif le plus grand en valeur absolue (dans les colonnes

qui correspondent aux variables zi,...,Zn+m) de la derniére ligne (la ligne
m + 1) de ce tableau. S’il y en a plusieurs, prendre n’importe lequel. Si nous
appelons k sa colonne, alors & < n et la variable entrante est z. Si tous les
éléments de cette derniére ligne sont non négatifs, le tableau est dans sa forme
finale et la solution optimale a été obtenue,

. pour chaque ligne ¢, diviser ’élément b; de la derniére colonne par I’élément

a;, de la ligne ¢ et de la colonne &, mais uniquement si cet élément est positif,
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4. sélectionner le diviseur qui donne le plus petit quotient. On I'appelle le pivot
(si deux éléments possédent cette propriété, prendre n’importe lequel comme
pivot). Si [ est la ligne correspondante & ce pivot, alors le pivot est ay et la
variable sortante est celle correspondant 3 la ligne ! du tableau (son nom est
donné dans la derniére colonne du tableau),

5. effectuer des combinaisons de lignes pour que le pivot devienne égal & 1 et que
les autres éléments de la colonne k du pivot deviennent 0. Cette opération se
réalise en commencant par diviser la ligne [, L;, par le pivot a; afin d’obtenir
la ligne Lj. Puis, pour s = 1,...,m + 1, i # [, on obtient la nouvelle ligne L;
A partir de ’ancienne ligne L; par la combinaison linéaire L] = L; — a; Lj,

6. répéter les étapes 2 & 5 précédentes jusqu’a ce que tous les éléments négatifs
aient été éliminés de la derniére ligne. On obtient ainsi le tableau final du
simplexe et il fournit la solution optimale

Pour notre exemple, nous avons

1. m =3, n = 6 et le tableau du simplexe est

T1 Ty T3 T4 [ f l b || base
5 2 1 00| 900| z3
8 10 0 1|0/|2800| z4
3 —2 0 0]1| of f

Expliquons pourquoi les variables de base sont z3 et z4. En effet, si ’on donne a
z3 la valeur 900 > 0 et & x4 la valeur 2800 > 0, on voit bien que les contraintes
sont satisfaites par ; = z2 = 0 ce qui montre que l'origine est un point
réalisable, que ces variables sont hors base et, par conséquent, que la base est
formée de z3 et x4.

2. Dans la derniére ligne, ’élément le plus grand en valeur absolue est ag; = —3
qui est situé dans la colonne k£ = 1. Donc z; est la variable entrante.

3. Pour i = 1,...,m, on divise b; par a; si a; est positif. Nous avons b, /a;; =
900/5 < by/az = 2800/8. Donc z3 est la variable qui sort de la base et le
pivot est a;; = 5. Il faut le faire devenir égal & 1. Pour cela, on divise par 5 la
premiere ligne du tableau du simplexe et I’on obtient

T M) T3 T4 f b || base
1 2/5 1/5 0]0]900/5]
8 10 0 1(0] 2800 x4
3 —2 0 0|1 ol 7

La nouvelle base est composée de z; et z4.

11 nous faut ensuite rendre nuls les éléments ao; et as; de la colonne k = 1 du
pivot. Si nous multiplions la premiére ligne du tableau précédent par 8 et si
nous la soustrayons de la ligne 2, nous obtenons as; = 0. Pour rendre nul as;,
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on multiple la ligne 1 du tableau par —3 et on la soustrait de la ligne 3. Ces
opérations nous donnent

T T T3 4 | f | b “ base
1 2/5 1/5 00| 180 z;
0 34/5 —-8/5 1|0]|1360| z4
0 —4/5 3/5 01| 540 f

On recommence maintenant la procédure & partir de ’étape 2. Dans la derniere
ligne, I’élément négatif le plus grand en valeur absolue est azz = —4/5. Il
correspond & k = 2 et donc z, entre dans la base.

Pour chaque ligne ¢, on doit maintenant diviser I’élément b; de la derniére
colonne par 1’élément a;; = a;z de la ligne ¢ et de la colonne k (si cet élément
est positif). On a by /a2 = 180/(2/5) = 450 et by/ase = 1360/(34/5) = 200.
On sélectionne le diviseur qui donne le plus petit quotient. Il correspond a
k = 2 ce qui signifie que z4 sort de la base puisque la seconde ligne du tableau
lui correspond. La nouvelle base est donc {z;, 22} et le pivot est az = 34/5.

Pour rendre ce pivot égal & 1, divisons la ligne 2 par 34/5. On obtient

T Zg z3 z4|f| b base
1 2/5 1/5 010[180| =
0 1 —4/17 5/34|0]200| o,
0 —4/5 3/5 0] 1]|540 f

Nous devons maintenant rendre nuls les éléments a;» et asz. Pour ajs, on
multiplie la ligne 2 par 2/5 et on la soustrait de la premiére ligne. Pour ass,
on multiple la ligne 2 par —4/5 et on soustrait de la ligne 3. On obtient

T1 o T3 T4 | f b || base
1 0 25/85 —1/17|0|100|
0 1 —4/17 5/34(0[200]| =z
0 0 7/17 2/17({1|700| f

Puisque tous les éléments a,,; de la derniére ligne sont non négatifs pour ¢ =
1,...,n —1, le tableau du simplexe est dans sa forme finale.

Ce tableau correspond au systéme

25
I + 0 Ty + gg T3
0 4
1 + T2 — 17 T3
0 T, + 0 T + ﬁ T3

1

ﬁ:a; + Of
I

34 ™
+“17$4+ f

= 100

= 200

= 700.

Puisque ce systéme a été obtenu par combinaisons linéaires des équations du
systéme (3.2), sa solution n’a pas été modifiée. Puisque z3,z4 > 0, la derniere
équation nous montre que f prend la valeur maximale f = 700 lorsque z3 = z4 = 0.
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En remplacant 3 et z4 par 0 dans les deux autres équations on trouve que la solution

optimale est
I = 100 et zo = 200

et que 'on a
£(100,200) = 3 - 100+ 2 - 200 = 700.

On retrouve bien ainsi la méme solution que celle obtenue graphiquement.

Il faut remarquer que le raisonnement utilisé pour arriver & la valeur maximale
de f implique que I’élément b,,4; de la derniére ligne et de la derniére colonne du
tableau final du simplexe soit égal & cette valeur maximale.

3.4.2 Exemple 2

Donnons maintenant un exemple de dimension 3

max f(z1, T2, Z3) = 31 + 522 + 8x3
T+ 2o+ 23 < 100

311 + 2z9 + 423 < 200

x + 2.’L‘2 S 150

Z1, %2, T3 2 0.

En introduisant les variables d’écart 4, x5 et zs, le systéme correspondant d’é-
quations est

1 + T + x3 + T4 + O0zs + O0zg + Of = 100
3z, + 2z9 + 423 + Oy + x5 + O0zg + Of = 200
Ty + 229 + Oz3 + O0zy + Ozs + x5 + Of = 150
—32; — 529 — 823 + Ozy + Ozs + Oz + f = 0.

Dans les tableaux suivants du simplexe, les pivots sont indiqués en gras. Le
tableau initial est

1 1 110 0[0/100 | x4
3 2 401 0(0]200|=zs
1 2 000 1({0|150] z¢

-3 -5 -8 000[1] Off

L’élément le plus négatif de la derniére ligne est —8. Donc z3 rentre dans la base.
On a 200/4 < 100/1 et, par conséquent, x5 sort de la base et le pivot est as3 = 4.
On divise la seconde ligne par le pivot as3 = 4 et ’on obtient

1 1 11 00/0[100(z
3/4 1/2 1.0 1/4 0(0]| 50| z3
1 2 00 0 1|0/150]m
-3 -5 -8 0 0 O0[1] Off

En effectuant les opérations (ligne 1 — ligne 2) et (ligne 4 — (—8) ligne 2), on
trouve

1/4 1/2 0 1 —1/4 0]0| 50|
3/4 1/2 1 0 1/4 0|0]| 50 | 3
1 200 0 1]0|150|| z
3 100 2 0]1]400] f
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L’élément le plus négatif de la dernieére ligne (qui est en fait le seul) est —1. Donc
z, rentre dans la base. On a 150/2 < 50/(1/2) et, par conséquent, zg sort de la base.
On divise la ligne 3 par 2, ce qui donne

1/4 1/2 0 1 —-1/4  0]0| 50| =4
3/4 1/2 10 1/4 00| 50|z
1/2 100 0 1/2]0| 75 z,
3 100 2 0|1]400] f

En effectuant les opérations (ligne 1 — (1/2) ligne 3), (ligne 2 — (1/2) ligne 3)
et (ligne 4 — (—1) ligne 3), on trouve

0 1 —1/4 —1/4|0]25/2 | x4
10 1/4 —1/4|0|25/2| s
/2100 0 1/2|0| 75|
00 2 1/2[1] 45| F

C’est le tableau final du simplexe puisque la derniére ligne ne comporte plus de
valeur négative dans ses 6 premieres colonnes. D’apres ce qui a été dit plus haut, la
valeur maximale de f & ’optimum doit étre 475. Ce tableau final conduit au systéme
d’équations

1 1 25
Ozy + 0zg + O0z3 + 24 — =25 — -2 + 0Of = —
4 4 2
1 1 1 25
—2- ry + 0 To + I3 + 0 T4 + Z Ty — Z T + Of = ?
1 1
5 r; + 22 + O0zxz3 + O0zxzy + Oz5 + 5 zg + 0Of = 75
7 1
—2- 7 + 0z + O0z3 + O0zy + 22z5 + 5 e + f = 475.

Toutes les variables devant étre non négatives, la derniére équation entraine que
f a une valeur maximale de 475 lorsque z; = 75 = ¢ = 0. En substituant ces
valeurs dans les autres équations on obtient la solution optimale

Ty = 75 et I3 = 25/2
et la valeur optimale de la variable d’écart x4 est z4 = 25/2. On a

£(0,75,25/2) = 3z, + 5z, + 8z3 = 475.

3.4.3 Exemple 3

Donnons maintenant un exemple ayant plusieurs solutions. Il s’agit de

max f(z1,Z2) = 81 + 222
4z) + 19 < 32

4.’L'1 + 3.’172 < 48

ZT1,T2 Z 0.
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T2

32\

B
U

Y

c\12 o

Les valeurs de f aux sommets de la région réalisable sont

A=(0,16) £(0,16) = 32

B=(6,8) f(68) = 64
C=(8,0) f(80) = 64
D=(0,0) f(0,0) = O.

La valeur maximale est 64 et elle est atteinte en deux sommets, B et C. La
fonction f prend cette valeur en tout point du segment joignant B et C. L’équation
de la droite passant par ces deux points est o = —4z; + 32. Donc tout point de
cette droite compris entre les points B et C est solution optimale. Ainsi, le point
1 = 7 et £ = 4 remplit ces conditions et ’on a

F(7,4)=8-7T+2-4=64.

Appliquons maintenant I’algorithme du simplexe & cet exemple. On obtient les
tableaux successifs suivants (a faire en exercice)

4 110|032 1 1/4 1/40[0| 8 1 1/4 1/4 0|0| 8
4 301/0/48 4 3 01]0/48 0 2 -1 1|0]|16
8 —200]|1]0 -8 —2 00|1]0 ©0O 0 2 0|1|64

D’ou le systéme d’équations

1 1
T + Z Ty + Z r3 + 0 Ty + Of = 8
0z, + 229 — 23 + x4 + O0f = 16
0 T + 0 To + 2 r3 + 0 Ty + f = 64.

La fonction objectif f prend sa valeur maximale 64 lorsque x3 = 0. Les autres
équations deviennent
Ty +x2/4 = 8
209+ 24 = 16
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avec I1,%2,%4 > 0.

Tout point (z1,z,) satisfaisant ces conditions est solution optimale. La seconde
équation montre que z4 peut prendre n’importe quelle valeur dans l'intervalle [0, 16]
et que zo peut prendre une valeur arbitraire dans l'intervalle [0, 8]. Si 'on prend
9 = 0, la premiére équation donne z; = 8. Si zo = 8, alors elle entraine que z; = 6.
Dans ces deux cas, la valeur & ’optimum de la fonction objectif f(z1,z2) = 8z1+ 2z,
est égale & 64. La méme valeur est obtenue pour tout point de la droite z;+12/4 = 8
compris entre les points (6, 8) et (8,0). Par exemple, pour z; = 4, on obtient z; = 7.
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Tous les résultats de 'approche graphiques sont ainsi retrouvés.

3.4.4 Exemple 4

Donnons maintenant un exemple ot 'une des contraintes & une pente positive.

On consideére le programme linéaire

max f(z) = —z1 + 322
—r1+22 <1
T+ 22 < 2.
On a la Figure suivante
T2
\“
4

U

En partant de l'origine qui est un point réalisable, on obtient

T, To T3 T4 | f | b base

-1 1 1 0|0|1| =z
1 1 0 1|0|2| z4
1 -3 0 oj|1{0 f

T, entre dans la base et z3 en sort. On a le nouveau tableau

Ty Ty z3 T4 | f| 0] base
-1 1 1 0101 =z
2 0 =1 1|10|1| x4
2 0 3 o[1|3] f
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z; entre dans la base et z4 en sort. D’ou le tableau

T, Ty z3 4| f| b base
0 1 12 1/2]0]3/2] 2
1 0 -1/2 1/2]0|1/2| =
00 2 1[1] 4| 7

On a donc obtenu la solution optimale z; = 1/2 et z; = 3/2 qui sont les coor-
donées du point B. C’est bien la solution optimale, comme on pourra le vérifier
graphiquement, puisque l'on a f(A) =3, f(B) =4 et f(C) = -2.

3.4.5 Exemple 5

Donnons enfin un exemple ou il faut minimiser la fonction objectif.

mxin f(])) - + 35172
-1+ L1
T+ 29 < 2.
On voit qu’il s’agit de ’exemple précédent apres avoir remplacé la maximisation par
une minimisation.
On passe & un probléme de maximisation en changeant les signes des coefficients
de f, c’est—a—dire que I’on considére le probleme

max f(z) = zy — 3.

En partant de l'origine qui est un point réalisable, on a le tableau du simplexe

T, Ty x3 T4 | f| b base

-1 1 1 0(0|1 T3
1 1 0 1|10(2| x4

-1 3 0 oj1|0}) f

Donc z; rentre dans la base et x4 en sort. Le tableau suivant est, tous calculs
faits,

Zy T2 T3 4| f|b| base
0 2 1 1|0(3{ =z3
1 1 0 1]0(2{( =
0 4 0 1(1]2] 7

Aucune des quantités des quatre premiéres colonnes de la derniére ligne n’étant
négative, on a obtenu le tableau final. Par conséquent

f(l')=2—41'2—$4

La valeur de f est maximale pour zo = x4 = 0. En reportant ces valeurs dans
les deux autres équations, on trouve que r; = 2 et 3 = 3. Le minimum est donc
atteint au point C = (2,0) et, comme nous ’avons vu dans I’exemple précédent,
f(C)=-2<f(A)=3< f(B) =4
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Remarque 3.4

Lorsque le programme linéaire se présente sous forme de minimisation de la fonction
objectif, on peut également, sans changer les signes des coefficients de f, procéder
comme dans le cas de la mazimisation mais en prenant comme variable entrante
celle qui correspond au coefficient positif le plus grand dans la ligne de f. La variable
sortante se choisit ezactement comme dans le cas d’une mazimisation. L’algorithme
s’arréte quand la derniére ligne du tableau du simpleze ne comporte plus de quantité
positive dans les colonnes qui correspondent auz variables.

3.4.6 Exercice

On propose 1’exercice suivant.
On consideére le programme linéaire

max, f(z) = 3z, + 22,
511 + 2z, < 10

T, — X9 < 1

T + T2 < 3

T1,T2 2 0.

1. Résoudre graphiquement ce programme linéaire.
2. Ecrire ce programme linéaire sous forme standard.

3. Résoudre ce programme linéaire par ’algorithme du simplexe.

3.5 Détermination du sommet initial

On rappelle que ’origine appartient & la région réalisable (et donc est choisie
comme sommet initial) lorsque les contraintes sont toutes de la forme a;;z; + - - -+
ainZn < b; avec b; > 0. En effet, dans ce cas 1, les variables d’écarts x,; sont
affectées du coefficient +1 et, en prenant z, = --- = z, = 0 et Zpy; = b;, les
contraintes sont satisfaites. Lorsque 1’'une des contraintes s’exprime par une inégalité
de sens contraire, le coefficient de la variable d’écart correspondante est —1 et cette
contrainte ne peut pas étre vérifiée en prenant z; = -+ = z, = 0 et Tpy; = b;
puisque b; > 0 et —z,4; = —b; < 0. Il nous reste donc & voir comment déterminer
le sommet initial de 1’algorithme du simplexe dans ce cas.

11 faut d’abord écrire les contraintes du programme linéaire sous forme standard
Az = b. Supposons, sans restreindre la généralité, que b > 0 (si ce n’est pas le cas,
on multipliera par —1 les équations pour lesquelles b; < 0 et I'on changera le sens
de l'inégalité).

On considére le programme linéaire auxiliaire

IgLng(:c,w) =w;+ -+ Wy
Az +w=5>
z,w > 0.
11 admet le sommet z = 0, w = b comme solution réalisable. On peut donc trouver

la solution optimale de ce programme linéaire auxiliaire & 1’aide de I’algorithme du
simplexe en prenant ce sommet comme sommet de départ. Soit z,w la solution
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optimale obtenue. Si w # 0, le programme linéaire initial n’admet pas de solution
réalisable. Si w = 0, alors z est solution réalisable du programme linéaire initial ce
qui permet de démarrer 1’algorithme du simplexe. En d’autres termes, on voit que la
variable auxiliaire w; mesure ’écart entre b; et (Az);, i-éme composante du vecteur
Az. Cet écart, qui n’est autre que la i-éme composante du vecteur résidu r = b— Az,
est nul si z est une solution réalisable du programme linéaire initial.

Dans le programme linéaire auxiliaire, les variables de base sont wy, ..., wn. Il
faut commencer par écrire g en fonction des variables hors base zi,...,z,. Cela
s’effectue en exprimant wy, ..., w,, en fonction de z, ..., Z,, c’est-a—dire w; = b; —
(Az); et en remplacant dans ’expression de g. On arrive ainsi &

9(2,w) = (e,) — (e, Az) = (e,7) = 3_bs — (Az)] (3.3)

i=1
ou e est le vecteur de IR™ dont toutes les composantes sont égales a 1.

Pour l'introduction des variables auxiliaires w;, il faut tenir compte de la re-
marque fondamentale suivante : si, dans le systéeme Az = b, I'une des variables
(disons z;) n’apparait que dans 'une des équations (disons la i-eme) et si a;; et b;
sont de méme signe, on n’introduira pas la variable auxiliaire w; et z; sera considérée
comme étant la variable de base correspondant & la i-eéme équation (ce qui revient,
en fait, & considérer la somme w; + z; comme une seule variable). Dans I’expression
(3.3) de la fonction g, on ne prendra en compte que les équations dans lesquelles
une variable auxiliaire a été effectivement introduite.

Une fois trouvé le sommet initial du programme linéaire (c’est-a—dire, une fois
obtenue la solution optimale z # 0 du programme linéaire auxiliaire), il nous faudra
exprimer sa fonction objectif f en fonction des variables hors base de ce sommet,
c’est—a—dire en fonction des z; qui sont nuls. Ceci peut s’effectuer simultanément &
la résolution du programme linéaire auxiliaire en introduisant, dans le tableau du
simplexe du programme linéaire auxiliaire, une ligne supplémentaire correspondant
a la fonction objectif f et en lui faisant subir les mémes modifications qu’aux autres
lignes lors de la résolution du programme linéaire auxiliaire. Au sommet initial du
programme linéaire auxiliaire, la fonction f est, bien entendu, déja exprimée a I’aide
des variables hors base de ce sommet et elle ne doit subir aucune modification.

Résumons les étapes qui conduisent & la détermination du sommet initial du
programme linéaire

1. Ecrire le programme linéaire sous forme standard avec b > 0,

2. Former le programme linéaire auxiliaire (sans oublier qu'il ne faut pas toujours
introduire de variable auxiliaire w; dans toutes les contraintes),

3. Exprimer la fonction objectif g du programme linéaire auxiliaire en fonction
des z; (variables hors base en son sommet initial),

4. Résoudre le programme linéaire auxiliaire & partir du sommet initial x =
0,w=0b,

5. Obtention de la solution w = 0,z # 0 du programme linéaire auxiliaire,

6. Exprimer la fonction objectif f du programme linéaire en fonction des z; hors
base.
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On résoud ensuite le programme linéaire & partir de ce point de départ et de
’expression correspondante de sa fonction objectif f.

Remarque 3.5

Si le programme linéaire initial n’admet pas de solution réalisable, cela indique le
plus souvent une erreur dans la conception des contraintes imposées au probléme
ou dans les coefficients qui y apparaissent. C’est, par exemple, le cas lorsque la
demande des consommateurs excéde les stocks. Certaines contraintes peuvent aussi
étre contradictoires. De telles erreurs sont difficiles d repérer (surtout, comme on
peut facilement l’imaginer, dans un programme linéaire avec plusieurs dizaines de
milliers de variables).

3.5.1 Exemple 1
Donnons un premier exemple numérique.

max f(x) =21+ 22
3x1+4x9 > 7
2z, +xo < 12.

Nous avons la Figure suivante

T2
A

D

— 21+ 22 =12

» T

U
B

C\

La région réalisable est le polyhédre convexe ABCD avec A = (0,7/4), B =
(7/3’, 0), C = (6,0) et D =(0,12).
Ecrivons les contraintes de notre programme linéaire sous forme standard

3.’L’1+4$2—l’3=7
2z + 2o + 14 = 12.

Les variables z3 et x4 n’apparaissent chacune que dans une seule équation. Le
coefficient de z3 dans la premiére équation est négatif (= —1) tandis que le second
membre est positif (= 7). Nous introduisons donc la variable auxiliaire w;. Le coef-
ficient de z4 dans la second équation est de méme signe que le second membre.
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Aucune variable auxiliaire supplémentaire n’est donc introduite et x4 jouera ce role.
Notre probléeme s’écrit donc

ming = w;
3x1+4x2—x3+w1=7
211 + Ty + x4 = 12.

Une solution réalisable est £; = 29 = 23 = 0, w; = 7 et x4 = 12. Les variables
de base sont donc w; et z4. Exprimons la fonction objectif auxiliaire g en fonction
des variables hors base. En tirant w; de la premiére équation, nous obtenons donc

g=7—3.’151——4.'L'2+$C3.

Le tableau du simplexe pour le programme linéaire auxiliaire est

1 Ty T3 T4 wi|f,g| bl base

3 4 -1 0 1] 0] 7] wy
2 1 0 1 0| 0|12 z
1 -1 0 0 o] 1[0 f
3 4 -1 0 0] 1] 7] ¢

Puisque nous cherchons a minimiser g (et non & la maximiser comme dans les
exemples précédents), la variable entrante est déterminée par la colonne qui corres-
pond & la plus grande valeur positive dans la derniére ligne. Il s’agit donc de zs.
Nous avons 7/4 < 12/1 ce qui montre que w; sort de la base. Divisons la ligne 1 par
le pivot a5 = 4 et effectuons les combinaisons linéaires des lignes pour mettre des
zéros dans la deuxiéme colonne des lignes 2, 3 et 4. On obtient le tableau suivant

T1 I T3 T4 wq | fr9 | b || base
3/4 1 —1/4 0 1/4] 0] 7/4] =
5/4 0 1/4 1 —-1/4| 0|41/4| x4

—1/4 0 —1/4 0 1/4| 1| 7/4| f
0 0 0 0 -1 1 ol ¢

Puisque la fonction objectif auxiliaire g vaut zéro, la solution optimale a donc
été obtenue. Elle correspond & z, = 7/4 et 4 = 41/4. En remplacant x4 par cette
valeur dans la seconde équation, nous obtenons z; = 0. Le point A = (0,7/4) est
solution optimale du programme linéaire auxiliaire; c’est, comme nous I’avons vu
plus haut, un point réalisable du programme linéaire initial. La base est constituée
de x5 et x4. D’apres le tableau du simplexe précédent, on voit que les contraintes du
programme linéaire initial en ce point réalisable s’écrivent, en fonction de ses seules
variables,

3(L‘1/4+.’L‘2 '—.733/4 = 7/4
5z1/4 + z3/4 + x4 = 41/4.

La premiére des contraintes est la méme que celle du programme linéaire standard
du début tandis que la seconde est une combinaison linéaire des deux contraintes
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(pour étre plus précis, elle est égale & 4 fois la seconde contrainte initiale moins
la premiere). Le tableau du simplexe montre également que la fonction objectif du
programme linéaire initial s’exprime en fonction des variables hors base z; et x3 en
A par

f(@)=z1/4+23/4+7/4

résultat que 1’on peut obtenir directement en remarquant que z2 = (74 z3 — 3z;)/4
et donc f = 1 + z3 = (4z1 + 7+ z3 — 3z1)/4. Il nous faut maximiser f.
Résolvons maintenant ce programme linéaire. Le tableau du simplexe est

Ty Ty T3 za|f| b base
3 4 -1 0|0 7| x2
5 0 1 4|041| x4
-1 0 -1 04| 7l f
On voit, d’apres la derniére ligne, que nous avons le choix entre z; et 3 comme
variable entrante. Choisissons z3. C’est x4 qui sort puisque a;3 = —1 < 0. On obtient
le tableau

T1 To x3 Zy|f b|base
8 4 0 4|0|48| =z
0
4

5 0 1 4|04l zs
4 0 0 4|4[48] fF

C’est le tableau final puisque les quatre premieres colonnes de la derniére ligne
ne contiennent pas de valeurs négatives. Les variables hors base sont z; = z4 = 0.
On a 4z; + f = 48 ce qui montre que f est maximum pour z; = 0. En remplagant
dans la premiére équation, on trouve que zo = 12. La solution optimale se situe
donc au point D comme il est facile de le vérifier et I'on a f(D) = 12. Les résultats
complets sont donnés dans le tableau suivant

I Ty T2 T3 T4 | f
Al 0 7/4 0 41/4|7/4
B|7/3 0 0 22/3|7/3
C| 6 0 11 O 6
D] O 12 41 0 12

Si, au lieu de choisir z3 comme variable entrante, nous avions pris z; alors, pour
accéder a la solution optimale D, il aurait fallu passer auparavant par les points B
puis C. Cet exemple montre 'influence du choix éventuel de la variable entrante (et
éventuellement de la variable sortante) sur la complexité de I’algorithme.

3.5.2 Exemple 2
Donnons un exemple plus complet emprunté & [18].
mmaxf(a:) =21+ 22+ 23+ 24
ary + 2x9 + 13 =2

T1 + T9 + 523 = 12
T, + 229 + 623 + 24 = 13
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ol a est un parametre.

Ajoutons une variable auxiliaire dans les deux premiéres équations. Puisque z4
n’apparait que dans la troisiéme équation avec le méme signe que le second membre,
une variable auxiliaire ne sera pas introduite dans cette équation et z4 jouera ce role.
Nous aurons donc finalement le programme linéaire auxiliaire

ax; + 2zy +x3 +wy; = 2
x1+$2+5x3+w2 =12
Ty + 229 + 623 + x4 = 13

r:rtl’}ung(x, w) = wy + Ws.

Une solution réalisable est z1 = 22 = 23 = 0, w; = 2, wy = 12, 24 = 13.
Exprimons la fonction objectif auxiliaire g en fonction des variables hors base. En
tirant w;, de la premiére équation et w, de la seconde (ou, ce qui revient au méme
comme nous l’avons dit plus haut, en retranchant la somme des deux premiéres
équations aux deux membres de la fonction objectif), nous obtenons

g(z,w) =14 — (a + 1)z, — 3z, — 623
c’est—a—dire que, dans la derniére ligne du tableau du simplexe, nous écrirons

(a+ 1)z + 325 + 623 + g = 14.

Nous allons considérer deux cas selon la valeur du parameétre a.

Prenons d’abord a = 1. Le tableau du simplexe est

T1 Tp T3 Tg4 W; Wo | f,g| b] base
1 2 1 0 1 0| O 2| wr
1 1 5 0 0 1 0112 we
1 2 6 1 0 0| 0]13] z4
1 -1 -1 -1 0 0| 1]of f
2 3 6 0 0 O 1(14( ¢

On voit que z3 rentre dans la base (car 6 est la plus grande valeur positive de la
derniére ligne) et que w; en sort (car 2/1 < 13/6 < 12/5). Le nouveau tableau du
simplexe est

Ty Ty T3 Ty wy we| f,g|b| base
1 2 1 0 1 0 012 =z3
-4 -9 0 0 -5 1 02 we
-5 -10 0 1 -6 0 01| =4
0 1 0 -1 1 o] 12| f
-4 -9 0 0 -6 O 112 ¢

On voit que, dans la derniére ligne, tous les colits réduits des différentes variables
sont négatifs ou nuls. On a donc obtenu la solution optimale du programme linéaire
auxiliaire. La derniére ligne de ce tableau nous donne

9(z,w) = 2 + 4z, + 9z + 6w;.



40

Chapitre 3. Solution graphique et algorithme du simplexe

Le minimum est donc atteint pour z; = £ = w; = 0. En reportant dans la seconde
ligne du tableau, on obtient wy = 2. Par conséquent w # 0, ce qui montre que la
programme linéaire initial n’a pas de solution réalisable.

Prenons maintenant a = 0. Le tableau du simplexe est

T To T3 T4 W; Wo | g | b “ base
0 2 1 0 1 0 0| 2 wy
1 1 5 0 0 1 012 we
1 2 6 1 0 0 013 =4

1 -1 -1 -1 0 o] 1]of 7
1 3 6 0 0 0| 1[14] g

La variable z3 rentre dans la base et w; en sort. On a

T1 T T3 T4 wi wa|f,g|b] base
0 2 1 0 1 0 02 =z3
1 -9 0 0 -5 1 02 ws
1 -10 0 1 -6 0 0|1 z4

1 1 0 -1 1 0] 1]2] f
1 9 0 0 —6 0] 1|2 ¢

La variable z; rentre dans la base et x4 en sort. Le nouveau tableau du simplexe est

T7 Tp T3 x4 wy we| f,g|0b| base
0 2 1 0 1 0 02| =z
0 1 0 -1 1 1 0|1 ws
1 -10 0 1 -6 O 0|1 =
0O -9 0 0 -5 0 1131 f

0 1 0 -1 0 0 11 ¢

La variable z, rentre dans la base. Pour savoir quelle variable doit sortir de la base,
on voit que 2/2 = 1/1. On peut donc faire sortir soit z3 soit wy. Mais il faut nous
rappeler que le but est d’obtenir un vecteur w nul. On a donc intérét a faire sortir
we (voir, en exercice, ce qu’il se passe si c’est z3 que l'on fait sortir). On obtient

Ty Ty T3 T4 wy wy|f,g| bl base
0O 0 1 2 -1 -2 O O z3
0 1 0 -1 1 1 0| 1|| =
10 0 -9 4 10 0|11 =
0 0 0 =9 4 9] 1|12 7
0 0 O 0 -1 -1 110 g
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C’est le tableau final puisqu’aucune quantité de la derniére ligne n’est strictement
positive. Les variables hors base sont x4, w; et we. Puisqu’elles sont nulles, la derniére
ligne du tableau nous donne g = 0 et le minimum a bien été atteint. En reportant
les valeurs des variables hors base dans les contraintes, on obtient z; = 11,2, = 1
et z3 = 0. C’est une un point réalisable pour le programme linéaire initial. En ce
point, les contraintes du programme linéaire initial deviennent

.’II3+2.’E4=0
.’L'2—£I74=1
.1)1—9£L'4=11

et sa fonction objectif s’écrit & ’aide des variables hors base
mf,xf(x) =9z4 + 12.

Le tableau du simplexe pour le programme linéaire initial est donc

Ty T2 T3 T4 f b I base
0 0 1 2|0 0 z3
0 1 0 —-1({0| 1| 22
1 0 0 -9|0(11| =
0 0 0 —9|1|12) f

3.5.3 Exercice 1

On propose ’exercice suivant.

On consideére le programme linéaire
max f(z) = 3z; + 22,
5x1 + 2x9 > 2
r1—29 <1
T1+22<3
1,22 > 0.

1. Trouver graphiquement puis a 1’aide de ’algorithme du simplexe, un point de
départ réalisable.

2. Donner ’expression de f en fonction des variables hors base en ce point.

3.5.4 Exercice 2

On consideére le programme linéaire suivant

max f(z) =z, + &2
T+ 29> 2
T1+22, <7
3r — 21 <9
3z, + 2z < 18
1,22 > 0.
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Les sommets de la région réalisable sont

A = (2,0
B = (0,2)
c = (0,3)
D = (3,4
E = (4,3)
F = (6,0).

Puisque 'origine n’est pas un sommet réalisable, il faut commencer par détermi-
ner le sommet initial. Lorsque que I’on résoud le programme linéaire auxiliaire qui
permet cette détermination, on verra qu’on a le choix entre les points de départ A
et B. Sil’on prend A comme point de départ, on trouve que la solution optimale se
situe en E alors que, si ’on part de B, on l'obtient en D.

Expliquer pourquoi et en tirer les conclusions.



Chapitre 4

PRESENTATION THEORIQUE DE L’ALGORITHME DU
SIMPLEXE

En premiére lecture, cette Section peut étre omise, sauf les définitions 4.1-4.5
qui sont utilisées dans la Section 5.

Gréce aux exemples précédents, nous commencerons par formaliser I’algorithme
du simplexe. Pour cela, nous suivrons I’exposé de [19].

Puis, ensuite, nous présenterons ’algorithme du simplexe de fagon plus théorique.

4.1 Formalisation de P’algorithme du simplexe

Supposons le programme linéaire écrit sous forme standard et partons donc de
la matrice

ay v ap 10 --- 0
A= Qo1 *°° Qop 01 .-+ 0 c Rmx(n—-}-m)
mi *** Gmm 0 0 --+ 1
ou les m derniéres colonnes correspondent aux variables d’écart. Nous dénoterons
les colonnes de la matrice A par A!,..., A""™. Les contraintes Az = b s’écrivent
donc

fL'lAl + -0+ xn+mAn+m =b.

Nous voulons minimiser la fonction objectif f(z) = (¢, ).

Supposons que nous connaissions un sommet réalisable (on verra, dans la Section
4.5.3, la théorie qui permet de le déterminer). En ce point, n variables au moins sont
nulles et m variables au plus sont différentes de zéro. Pour simplifier, supposons que
Tmt1 = *°* = Tman = 0 et que les m variables zy,...,Z,, soient non nulles. Alors,

en ce sommet, on a
T Al b, AT =0 (4.1)

et la valeur correspondante de la fonction objectif est
fi=azi+- + cnZm. 4.2)

Supposons que les vecteurs A!,..., A™ € IR™ soient linéairement indépendants.
IIs forment donc une base et tout vecteur A* peut s’écrire dans cette base. Nous

poserons donc ' . ,
AJ:fY{Al_;_..._}.fyanm’ j:l,...,n+m. (43)

Posons également

hj=’)'{01+"'+’)’7jncm_cj’ j=_1,...,n+m. (4.4)
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Nous allons maintenant essayer de diminuer (puisque nous traitons un probléme
de minimisation de la fonction objectif) la valeur de f; en incluant une dose Oy,
6 > 0, de la variable z; pour k& > m. Il nous faut déterminer la valeur de 6. Pour
préserver les contraintes, multiplions (4.3) par 6 pour j = k et soustrayons de (4.1).
On obtient

(z1 — YA + -+ + (T — Oy )A™ + 0AF = 1.

Multiplions (4.4) par € pour j = k et soustrayons de (4.2). Cela donne comme
nouvelle valeur de la fonction objectif

(1, — 051 + -+ -+ (Tm — 07E)em + Ok = f1 — Ohy.

Bien entendu, ce changement n’est profitable que si hy > 0 puisque 'on veut
minimiser la fonction objectif. Pour que cette diminution de la fonction objectif soit
la plus importante possible, il faut prendre 6 le plus grand possible sans que 1'un
des coefficients x; — 87 devienne négatif. Par conséquent, il faut prendre 6 tel que

. Xy
f = min —,’;
Y

Soit p l'indice qui réalise ce minimum, c’est-a-dire tel que § = z, /'yz’f. Avec ce choix
de 8, le coefficient de ¢, dans la fonction objectif devient nul, les autres sont non
négatifs et nous obtenons comme nouvelle valeur de la fonction objectif

fi=fi—0h < fu.

On a ainsi une nouvelle base en échangeant les vecteurs A* et AP.
11 nous faut maintenant exprimer tous les vecteurs dans la nouvelle base. Nous

avons
AF = kAl 4ok A™,
Tirons AP de cette relation
1 -
AP = :Y;(A" — AL — gl AP AP R AT
P
et substituons le dans (4.3)
) . B 71' B
’y{A1+---+7,’,_1A” 1+;%(A’“—7fAl _..._7:_1Ap 1—7£+1A”+1—-

p
P AT) + R A 4 AT

On obtient donc, puisque AP a remplacé A*,
,YJA1+ +,y] lAp1+7lZ;Ak+71])+Ap+1 +’71]'nAm

avec
_ { B/ vEE, i#p
/'y,, i=p.

En substituant A? dans (4.1), on a de méme

A+l AP AR g AP e AT =D
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avec

)

) Ti— (%/7,’5)7?, Z?"p
i/ Vf, i=p.
De plus, on trouve facilement que h; se transforme en
by =Fer 4+ Fem — ¢ = by — (V3 /1) ha
et, comme nous ’avons déja vu plus haut,
fi=h- (xp/’)’g)hk-

De fagon compacte, on peut résumer toutes ces relations dans le tableau suivant

&nom on o
T %}n 712n .. ,),n+m
f 1 hl h2 e hn+m

Appelons 'y,’,f le pivot. On passe d’un tableau au tableau suivant en divisant
d’abord tous les éléments de la ligne du pivot par ce pivot. Il devient donc égal a
1. Puis, en effectuant des combinaisons linéaires de cette ligne avec les autres lignes
du tableau, on rend nuls tous les éléments de la colonne & autres que le pivot. Les
éléments des autres colonnes sont modifiés selon les relations qui viennent d’étre
données.

On répete I’ensemble de cette étape de 'algorithme du simplexe jusqu’a ce que
tous les h; soient négatifs ou jusqu’a ce, pour un certain hy positif, tous les v¥ soient
négatifs ou nuls. Dans le premier cas, la solution optimale obtenue est aussi bonne
que toute autre solution optimale, adjacente ou non. Dans le second cas, § peut étre
pris arbitrairement grand et la fonction objectif ne possede pas de minimum.

4.2 Définitions, notations et résultats préliminaires

Nous allons maintenant passer 3 une présentation théorique de ’algorithme du
simplexe. Celle—ci est empruntée aux livres de Ciarlet [5] et Sakarovitch [18].

Commencons par un certain nombre de définitions et de notations. Nous passe-
rons ensuite 3 des résultats préliminaires. Les démonstrations ne seront pas données
ici.

Les premiéres définitions & donner ont trait aux bases. On rappelle que la matrice
A qui intervient dans un programme linéaire posséde m lignes et n colonnes avec
m < n.

Définition 4.1

Soit I C {1,2,...,n} un ensemble de m indices et soit Ay la matrice m x m formée
par les colonnes At de A pour lesquelles i € I. De méme, soit x; € IR™ le vecteur de
composantes x; pour i € I. On dit que I est une base si la matrice Ay est réguliére.
Aj s’appelle la matrice de base associée a I et

SL‘]Z(AI)_lb et IL‘,'ZO st 'L¢I

s’appelle la solution de base correspondant d la base I. Si cette solution est réalisable,
on parle alors de solution de base réalisable.
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On voit donc que la solution de base est obtenue en fixant & 0 les variables hors
base et en résolvant le systéeme m X m restant. A une base il correspond donc une
et une seule solution de base. L’inverse n’est pas vrai. Il peut exister des solutions
de base qui proviennent de bases différentes, c’est—a—dire que deux bases différentes
peuvent donner la méme solution. On parle alors de dégénérescence. Naturellement,
ce cas pose des problémes pratiques que nous verrons plus loin. Considérons, par
exemple,

T, +220+23+224 = 3
2(IJ1 + x9 + 5.'L'3 + 31,'4 = 3
3z +4x0 + 523+ T4 = 7.

La solution z; = z3 = 1, 23 = x4 = 0 est associée aux deux bases {1,2,3} et
{1,2,4}. En effet, pour la base {1,2,3}, z4 = 0 puisqu'il est hors base. On voit que
Z1 = T3 = 1 et 3 = 0 est solution des trois équations précédentes. Pour la seconde
base, z3 est nul puisqu’il est hors base et la solution z; = 23 = 1 et z4 = 0 vérifie
les contraintes.

Un cas de dégénérescence est celui ou b = 0. En effet, la solution z = 0 est
associée a n’importe quelle base.

Soit c; le vecteur formé par les composantes ¢; de ¢ pour i € I.

Définition 4.2
On dit qu’un programme linéaire standard est sous forme canonique st

1 - A est, a une permutation prés de ses colonnes, la matrice identité (de
dimension m),

2 - CI=0.

On pose € = ¢ — ATd; avec di = (A7) Tcr. Le vecteur dr s’appelle le vecteur
multiplicatif relatif & la base I et € le cott réduit relatif & la base I (c’est un vecteur).
On parlera aussi de cott réduit relatif & chaque variable.

Définition 4.3
On dit qu’une base I est réalisable si la solution de base qui lui correspond est
réalisable.

On considére le cas d’un programme linéaire ou il faut maximiser la fonction
objectif. On a le

Théoréme 4.4
Soit I est une base réalisable. Si le coit réduit relatif ¢ I est négatif ou nul, alors la
solution de base qui lui est associée est une solution optimale du programme linéaire.

C’est ce théoréme qui justifie la

Définition 4.5
Une base I dont le coit réduit est négatif ou nul s’appelle une base optimale. La
solution correspondante s’appelle solution optimale de base.

Remarque 4.6

Dans le cas d’un programme linéaire ot il faut minimiser (au liew mazimiser) la
fonction objectif, il faut, dans le théoréme et la définition précédents, remplacer
négatif par positif.
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Voyons maintenant d’autres définitions et résultats.

— Un sous—ensemble U de points d’un espace vectoriel est dit conveze si, quelques
soient deux points de U, le segment qui les joint appartient lui aussi entiére-
ment 3 U. En d’autres termes, si u,v € U, alors, quelque soit A € [0,1],
w=u+(1-XveUl.

— On appelle polyhédre 'ensemble U C IR™ défini par
U={ueR"| Au < b}.
C’est une généralisation de la notion de polygone convexe (non nécessairement

borné) du plan.

Remarquons que Au s’écrit aussi
S
i

ol les u; sont les composantes du vecteur u et les At les colonnes (qui sont des
vecteurs) de la matrice A.

— Soient uw € U,w € U, U convexe, 0 < A < 1let u = Av+ (1 — Nw. Si ces
conditions impliquent que w = u = v, on dit que u est un point extrémal de
U.

— Un point extrémal d’un polyhedre s’appelle un sommet (méme notion que dans
le plan).
Dans la suite, U sera I’ensemble des vecteurs u qui satisfont Au = b avec u > 0.

A un point quelconque u € U, on associe ’ensemble d’indices
Itw)={1<i<n|u >0}

Si lorigine appartient & U (de facon équivalente, si b = 0), c’est un sommet
puisque les conditions Au + (1 — A\)v = 0 avec u,v > 0 et A €]0,1[ impliquent
u = v = 0. De plus, I*(0) = 0 ol @ désigne ’ensemble vide (c’est-a—dire I’ensemble
qui ne contient aucun élément).

Pour les autres sommets, on a le

Théoreme 4.7
Un point u € U,u # 0 est un sommet de U si et seulement si les vecteurs A?, pour
i € I't(u), sont linéairement indépendants.

L’algorithme du simplexe repose sur le résultat fondamental suivant

Théoréme 4.8
Si un programme linéaire a une solution, alors au moins l’'un des sommets de U est
ausst solution.

On a la conséquence suivante

Corollaire 4.9
Si U n’est pas vide, il posséde au moins un sommet. Les sommets sont en nombre

fini.



48 Chapitre 4. Présentation théorique de I’algorithme du simplexe

4.3 Description de ’algorithme du simplexe

Nous avons vu que la solution optimale d’un programme linéaire se trouve en I’'un
des sommets de U et que, d’autre part, ces sommets sont en nombre fini. Cependant,
il est exclu d’évaluer la fonction objectif en chacun d’eux, cela étant beaucoup trop
coiiteux. L’algorithme du simplexe consiste a évaluer la fonction objectif f aux
sommets de U, en passant d’'un sommet & ’autre par une stratégie particuliere qui
fait décroitre la fonction objectif (nous considérons le cas ou il faut minimiser f).
Si la décroissance est stricte, on atteindra obligatoirement la solution en un nombre
fini d’étapes.

S’il n’y a pas décroissance stricte de la fonction objectif, un phénomene de cyclage
peut se produire. L’éventualité ou le minimum de la fonction objectif est —oo n’est
pas exclue, l'algorithme du simplexe étant méme capable de reconnaitre ce cas en
I’absence de cyclage.

4.4 Autres définitions et résultats

On désigne par A’ la i-éme colonne de la matrice A. Avec les notations précé-
dentes, le programme linéaire s’écrit

n
trouver z € IR™ qui minimise (¢, z) = ) ¢;z;
=1
n
YA =b, A€ R™ (45)
i=1
z; >0, 21=1,...,n.

sous les contraintes

Sans restreindre la généralité, on supposera que la matrice A est de rang m,
ce qui impose m < n. En effet, si A est de rang m' < m alors soit U est vide et
le probléme n’a pas de solution, soit on peut extraire du systéme Az = b un sous
ensemble de m' équations dont la matrice est de rang m'.

Il est nécessaire de distinguer deux types de sommets. Exprimons d’abord de
facon différente la définition d’un sommet

Définition 4.10
Un point u = (uy, ..., u,)T € IR est un sommet de U si et seulement si

uiZO, i=1,...,n
n

Yudi= Y wdi=b
=1

i€l+(u)

ot les vecteurs A* € IR™,i € I't(u), sont linéairement indépendants et ou I (u) =

Un sommet est dit
non dégénéré si card (I't(u)) = m,
dégénérési card (I*(u)) < m,
ol card (I (u)) désigne le nombre d’éléments de 1’ensemble I*(u) (ce nombre s’ap-
pelle de cardinal de ’ensemble u).
On voit donc que, si l'origine appartient & U, alors c’est un sommet dégénéré
puisque I (0) est ’ensemble vide et donc card (I*(0)) = 0.
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Pour des raisons qui apparaitrons plus loin, il va étre nécessaire d’associer a
chaque sommet exactement m vecteurs A’ linéairement indépendants. Dans le cas
d’un sommet dégénéré, card (I7(u)) = m’ < m et 'on complétera les m' vecteurs
At i € I*(u), par m — m/ vecteurs A*,i ¢ I (u), de sorte que les m vecteurs ainsi
obtenus soient linéairement indépendants. Ceci est toujours possible (puisque ’on
a supposé que A est de rang m), mais pas de facon unique. Nous sommes donc
conduits & la définition équivalente suivante pour un sommet

Définition 4.11
Un point u € IR" est un sommet de U si et seulement si il existe un ensemble
I C{1,...,n} avec card (I) = m tel que

>0, 1€l et u;=0, i¢l
n

ZuiAi=Zu,~Ai=b

=1

i€l
ot les vecteurs A* € IR™,i € I, sont linéairement indépendants.

Dans ce cas, on dit que A%, i € I, est une base associée au sommet wu.
La base associée & un sommet non dégénéré est définie de maniere unique tandis
que celle associée & un sommet dégénéré ne ’est pas nécessairement.

4.5 Une étape de l’algorithme

Décrivons maintenant une étape de l’algorithme du simplexe, c’est-a—dire le
passage d’'un sommet au suivant. Le choix du sommet initial sera discuté plus loin.
Nous nous placerons dans le cas ou la fonction objectif doit étre minimisée.

4.5.1 Passage d’un sommet au suivant

Supposons connu un sommet u de U, de base A* avec i € I. Pour passer au
sommet suivant (lorsque cela est possible) on va remplacer 'un des vecteurs A’ de
la base (c’est-a-dire avec i € I) par un vecteur A7 hors base (c’est-a—dire, avec
j ¢ I). On aura ainsi défini la nouvelle base associée au nouveau sommet.

Soit j un indice n’appartenant pas & I. Puisque les vecteurs A’ pour i € I forment
une base, le vecteur A’ peut s’écrire

A=Y yA

el

ot les nombres +/ sont définis de fagon unique.
Soit 6 un nombre réel quelconque. On a, en remplacant A’ par son expression,

S (ui — O]) AT 4+ 047 = Y w; A = b
i€l iel
On en déduit que tous les points de composantes
u—0y, iel
0, i=j
0, i¢IU{s}
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appartiennent & U si 0 < 6 < 67 ou
¢/ = min{ui/7] | + > 0}.
En ces points, la fonction objectif f vaut
> ei(us — 0v!) +6c; = f(u) +0(c; — Z'yfcz)
i€l i€l
Donc, pour diminuer strictement la valeur de la fonction objectif, il faut que 6 >0
et que (¢j — Yiervici) <O. . .
11 faut que le point correspondant & 6 = 67 soit dans U si 0 < €’ < oo, et c’est
effectivement ce que 1’on peut démontrer.
Il faut distinguer plusieurs cas selon les signes des nombres qui interviennent

dans les relations précédentes
- cas A
si tous les nombres (c; — Y;e; ¥l ¢;) sont positifs ou nuls pour 5 ¢ I, le sommet
u est une solution optimale du programme linéaire,
- cas B

si ce n’est pas le cas, c’est—a—dire s'il existe au moins un indice j ¢ I tel que
(cj — Xierici) < 0, alors il faut passer 4 un autre sommet en annulant au
moins 'une des nouvelles composantes u; —07}, i € I, pour une certaine valeur
finie de 6. On va voir que cette valeur ne peut étre que § = ¢.

Ce cas se subdivise en trois

— cas B1
s’il existe au moins un indice j ¢ I pour lequel
(c;i— 3 7e)<0 et Viel~ <o,
i€l
alors il est impossible d’annuler 1’'une des nouvelles composantes. On a,
inf,ep f(v) = —o0 et le programme linéaire n’a pas de solution,

- cas B2
§'il existe au moins un indice j' ¢ I pour lequel on a

(cy — Z%jlci) <0,

i€l
vf’ > 0 pour au moins un indice i € I,
1 €1 et 'yf, > 0 entrainent u; = 0,

alors le point ¥’ correspondant &
6=6" = min{u/+ |/ >0} >0
est un sommet de U, différent de u, et 'on a
f) < f(u).

Ce sommet est associé & la nouvelles base A7, j € I, avec I' = (I-{j"})U
{5} o1 j” € I est 1'un quelconque des indices tels que 7" = u;n/ 'yjlll,
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- cas B8
s'il existe au moins un indice j ¢ I tel que (¢; — Yiervic) < 0 et si,
pour chacun des indices pour lesquels cette inégalité est vérifiée, on a
7{ > 0 et u; = 0 pour au moins un indice ¢ € I, alors on peut associer
une autre base au méme sommet u. Il y a donc non décroissance de la
fonction objectif f et, dans ce cas, on peut avoir affaire & un phénomene
de cyclage. Nous en donnerons un exemple plus loin (exemple 5).

Faisons maintenant un certain nombre de remarques concernant la mise en ceuvre
pratique de la méthode.

1.

Si les cas B1 et B2 se produisent simultanément, on se placera dans le cas Bl
qui termine l’algorithme.

Lorsque ’on se trouve dans le cas B2 (qui est le plus fréquent) il existe plusieurs
stratégies pour choisir entre les différents indices j ¢ I pour lesquels 87 > 0. On
peut prendre celui qui assure la plus grande diminution de la fonction objectif
(c’est ce choix que nous avons fait dans les exemples numériques précédents
et suivants), ou le plus petit d’entre eux, ou celui qui correspond au plus petit
nombre (¢; — Yiervici) <O0.

Dans le cas B3, pour choisir entre les divers vecteurs A%, j ¢ I, qui peuvent
étre introduits dans la base, on prend en général celui de plus petit indice.

Le cas B3 se produit si le sommet est dégénéré mais ce n’est pas obligatoire.

Les cas A et B1 arrétent I’algorithme. Les cas B2 ne peuvent étre qu’en nombre
fini.

Si un sommet u € U est connu trois éventualités, qui s’excluent mutuellement,
peuvent se produire

1. Une suite finie de cas B2 et/ou B3 terminée par un cas A : le dernier sommet

obtenu est solution du programme linéaire.

. Une suite finie de cas B2 et/ou B3 terminée par un cas Bl : le probléme n’a

pas de solution.

Une suite finie de cas B2 et/ou B3, puis une suite infinie de cas B3 : cela se pro-
duit si I’on retrouve la méme base apres un nombre fini de cas B3 consécutifs.
C’est le phénomene de cyclage et I’algorithme ne permet pas de conclure. Ce-
pendant, dans les problémes réels, on constate que ce cas ne se présente jamais
et, donc, aucune stratégie pour 1’éviter n’est incluse dans les logiciels.



